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内 容 简介 

本 书 系统 叙述 一 般 力 学 的 分 支 学 科 一 陀螺 力学 ,以 具有 高 速 旋转 特 
性 即 陀螺 特性 物体 的 动力 学 问题 为 研究 对 象 . 书 中 对 万 向 支架 支承 陀螺 仪 
的 进 动 理论 和 章 动 理论 作 简要 的 总 结 , 对 静电 支承 的 转子 陀螺 和 挠 性 支承 
的 动力 调谐 陀螺 建立 较 系统 的 动力 学 理论 . 并 令 述 包括 自 旋 卫 星 、 充 液 陀 
螺 、 滚 动 陀螺 等 更 广义 陀螺 运动 的 动力 学 原理 . 全 书 共 分 13 章 . 阅读 对 象 
为 工程 力学 、 导 航 系统 、 精 密 机 械 、 航 空 航天 、 船 舶 海洋 等 工程 专业 的 研 
究 设 计 人 员 及 高 等 学 校 相关 专业 的 教师 和 研究 生 . 
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刘 延 柱 ”1936 年生. 1959 年 毕业 于 清华 大 学 
工程 力学 研究 班 . 1960 一 1962 年 进修 于 莫斯科 大 
$. 1962—1973 年 任教 于 清华 大 学 工程 力学 系 . 
1973 年 起 于 上 海 交通 大 学 工程 力学 系 任教 授 、 博 
, 士 生 导师 、 工 程 力学 研究 所 所 长 . 2006 年 退休 . 

现任 中 国力 学 学 会 名 誉 理事 ， 力 学 史 与 方法 论 专 
A 业 委 员 会 委员 ，《 力 学 与 实践 》 副 主编 . 34 CN 
螺 力 学 》、《 静 电 陀 螺 仪 动力 学 》、《 航 天 器 姿态 动 
力学 了》、《 多 刚体 系统 动力 学 》、 《理论 力学 》、《 高 等 动力 学 》、《 振 动力 
学 了》、《 非 线性 动力 学 了》、《 非 线性 振动 》《 充 液 系统 动力 学 》、《 弹 性 细 
杆 的 非 线性 力学 》、《 刚 体 动力 学 理论 与 应 用 》 等 著作 . 曾 获 1987 年 国 


家 自然 科学 四 等 奖 , 教育 部 和 上 海 市 四 项 科技 进步 二 等 奖 , 两 项 优秀 
教材 一 等 奖 和 三 项 二 等 奖 . 


再 版 序言 


《陀螺 力学 》 第 一 版 于 1986 年 出 版 , 写作 的 意图 是 希望 将 这 门 一 般 力 学 分 支 
学 科 作 较 系统 的 总 结 . 除 传统 的 框架 陀螺 仪 以 外 , 也 包括 静电 支承 的 转子 陀螺 和 挠 
性 支承 的 动力 调谐 陀螺 等 新 型 陀螺 仪 的 动力 学 原理 .本 书 第 一 版 出 版 至 今 已 超过 
20 年 . 在 此 期 间 , 随 着 科学 技术 的 发 展 , 陀螺 力学 学 科 有 不 少 新 进展 . 研究 范围 
不 限于 陀螺 仪 实用 原理 , 而 是 包括 一 切 具 有 高 速 旋转 特性 或 称 为 陀螺 特性 的 工程 对 
象 的 动力 学 问题 . 其 中 航天 工程 中 自 旋 和 双 自 旋 卫 星 作为 特殊 类 型 的 转子 陀螺 , 其 
姿态 稳定 性 的 理论 研究 在 陀螺 力学 中 占据 重要 位 置 . 从 而 使 陀螺 力学 的 研究 对 象 从 
简单 的 刚体 和 刚体 系统 发 展 为 包括 刚体 、 弹 性 体 和 液体 在 内 的 复杂 动力 学 系统 . 此 
外 , 对 平面 上 滚动 陀螺 的 理论 分 析 必 须 考虑 库仑 摩擦 的 非 线性 特性 , 方 能 对 一 些 有 
趣 的 力学 现象 作出 理论 解释 . 关于 陀螺 仪 混沌 运动 的 研究 改变 了 对 陀螺 仪 漂移 现 
象 的 传统 认识 , 即 随机 漂移 现象 不 仅 由 外 界 随机 干扰 引起 , 而 且 还 可 来 源 于 陀螺 的 
内 豪 随机 性 . 

本 书 第 二 版 除 对 原 书 内 容 作 必要 的 修订 和 补充 以 外 , 增加 了 与 上 述 问 题 有 关 的 
新 内 容 . 书 中 保留 原 有 的 1 一 9 章 , 删 去 第 10 章 的 惯性 导航 简介 , 增加 充 液 陀螺 、 自 
HEE, 平面 上 滚动 陀螺 和 陀螺 的 混沌 运动 4 章 , 与 原 章 节 纳 入 同一 体系 . 作为 一 
本 力学 著作 , 书 中 不 涉及 具体 陀螺 仪表 的 原理 和 设计 问题 , 仅 叙 述 具 普遍 性 的 力学 
规律 . 与 第 一 版 相同 , 本 书 避 免 使 用 过 于 抽象 的 数学 工具 , 与 正文 有 关 的 理论 知识 
在 附录 中 给 出 . 

本 书 的 再 版 得 到 国家 科学 技术 学 术 著作 出 版 基金 和 上 海 交通 大 学 船舶 海洋 与 
建筑 工程 学 院 的 支持 , 作者 在 此 说 表示 衷心 感谢 . 并 望 读者 对 书 中 错误 和 不 妥 之 处 
不 音 指 正 . 


JER 
2009 年 4 月 于 上 海 交通 大 学 


第 一 版 序言 


陀螺 力学 是 一 般 力 学 的 一 个 重要 分 支 . 它 以 经 典 刚体 动力 学 为 基础 , 并 随 着 陀 
螺 仪 技术 的 发 展 逐 渐 形成 为 一 门 不 同 于 经 典 刚 体 动力 学 的 独立 力学 分 支 . 本 书 的 
主要 目的 是 系统 地 叙述 陀螺 力学 的 基本 理论 并 介绍 近年 来 的 新 进展 ， 

自 1978 年 以 来 , 作者 曾 在 上 海 交通 大 学 为 陀螺 仪器 专业 和 工程 力学 专业 研究 
生 讲 授 陀螺 力学 课程 , 并 先后 为 新 跃 仪表 厂 和 上 海 仪表 厂 开设 陀螺 力学 讲座 . 本 书 
是 在 课程 讲义 的 基础 上 作 较 大 的 修改 和 补充 后 写成 的 , 其 中 关于 转子 陀螺 仪 和 挠 性 
陀螺 仪 的 较 新 内 容 主要 来 自作 者 近年 来 的 工作 成 果 . 在 写作 过 程 中 , 作者 力图 以 最 
简洁 的 方式 总 结 万 向 支架 陀螺 仪 的 进 动 和 章 动 理论 , 同时 介绍 陀螺 力学 的 新 进展 ， 
如 新 型 陀螺 仪 原理 、 非 线性 问题 、 弹 性 变形 问题 等 , 将 这 部 分 内 容 与 万 向 支架 陀螺 
仪 理论 乃至 刚体 动力 学 的 经 典 理论 贯通 起 来 而 形成 较 完整 的 体系 . 但 限于 水 平 , 这 
个 意图 离 完全 实现 还 相距 甚 远 . 此 外 , 本 书 着 重 从 动力 学 观点 阐明 陀螺 仪 运动 的 普 
遍 性 规律 ,而 不 企图 对 具体 陀螺 仪表 作 详 细 解释 ， 书 中 避免 使 用 过 深 的 数学 工具 ， 
读者 只 要 掌握 矢量 、 矩阵 和 常 微分 方程 的 基本 知识 就 能 顺利 阅读 . 虽然 通常 认为 陀 
螺 与 陀螺 仪 的 名 词 涵义 略 有 不 同 , 后 者 主要 指 工程 技术 中 使 用 的 陀螺 仪表 , 但 在 本 
书 中 因 力学 模型 相同 而 不 加 区 别 . 在 本 书 的 写作 和 出 版 过 程 中 , 得 到 各 方面 的 热情 
关怀 和 支持 , 承蒙 北京 航空 学 院 黄 克 累 教授 详细 审阅 初稿 并 提出 宝贵 意见 , 杨 海 兴 
同志 协助 完成 全 部 插图 , 在 此 说 表 深 切 的 谢意 . 

限于 水 平 , 错误 与 不 妥 之 处 在 所 难免 , 望 读者 不 音 指正 . 


刘 延 柱 
1982 年 6 月 于 上 海 交通 大 学 


主要 符号 表 


旋转 椭 球 赤道 半 轴 ， 相对 固定 轴 的 位 移 ， 
球形 转子 最 大 离心 变形 转子 球 心 相对 腔 体 
椭 球 半 轴 球 心 的 位 移 
加 速度 至 基 矢 量 列 阵 
面积 , EREE E 沿 纬 线 指 东 的 坐标 轴 ， 
转子 的 赤道 惯性 矩 总 机 械 能 
EREE Ê ”” 量 纲 为 一 的 总 机 械 能 
3⁄ j 刚体 E MERE, 单位 并 矢 
磁感应 强度 e ”地 球 表面 
旋转 椭 球 极 半 轴 ， f ”频率 
REJE RM f 比 力 
EME, F 力 , 摩擦 力 
径 向 修正 系数 Fo REH 
主 刚体 极 惯性 矩 g ”重力 加 速度 
转子 极 惯性 矩 G; j 陀螺 
陀螺 体 等 效 惯 性 矩 G ”陀螺 力矩 阵 
第 ; 电极 的 电容 h 高 度 , 转子 与 腔 体 的 间隙 
有 限 转 动 张 量 ， h ”转子 支点 相对 平衡 
径 向 修正 矩阵 ， 环 支点 矢 径 
阻尼 矩阵 w RETRA 
方向 余弦 矩阵 M BRER 
EN H = Ho cos ño 
Ho ”动量 矩 常数 
阻尼 力矩 系数 H HRE 
绕 极 轴 的 阻尼 力矩 系数 i z 轴 基 矢量 
绕 赤 道 轴 的 阻尼 力矩 系数 了 y 轴 基 矢量 
磁场 阻尼 力矩 系数 Jpp WEE 
参数 平面 的 分 区 J MERE 
并 矢 , 阻尼 矩阵 JQ) 主 刚体 的 惯性 张 量 
ERE, 转子 中 心 JO 凝固 液体 团 的 惯性 张 量 
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J* 


液体 的 等 效 刚体 惯性 张 量 


J=J0) + J@) 
J.=J0) +J" 
J=J® —_ J* 


J® 


W M" 


- “x m = p m = 


惯性 矩阵 

第 i 刚体 的 中 心 惯性 张 量 
复 摆 的 固有 角 频 率 
陀螺 摆 或 陀螺 罗 经 固有 
角 频 率 

固有 角 频 率 

每 勤 频率 
陀螺 球 摆动 角 频 率 

z 轴 基 矢量 

弹簧 刚度 系数 

刚度 矩阵 

长 度 , 质心 与 支点 距离 
支点 至 质心 矢 径 , 质心 
至 底部 曲面 的 曲率 

中 心 矢 径 

拉 格 朗 日 函数 , 积分 路 径 ， 
轴 对 称 的 腔 壁 母线 
框架 部 件 之 间 的 约束 力 
质量 

力矩 

陀螺 力矩 

驱动 力矩 

WEDE 

阻尼 力矩 

弹簧 力矩 

摩擦 力矩 

磁场 感应 力矩 

干扰 力矩 

自 旋 角 速度 

法 线 轴 基 矢量 

沿 子午 线 指 北 的 坐标 轴 


NH ”与 地 球面 重合 的 固定 球面 

N ”法 向 约束 力 

O ERZA, 坐标 原点 

Oo HEM 

Os ”地 球 球 心 

O, ”载体 质心 

p ”载体 角 振动 频率 , 支承 力 场 
强度 , 液体 压强 

p ”广义 动量 

p ”瞬时 转动 轴 基 矢量 

P ”任意 点 

P. 第 j 质 点 ,第 j 复 摆 

P; HEIE 

qç 广义 坐标 

Q 广义 力 

Qsi ”陀螺 力 

r 半径 , 曲率 半径 

~ 矢 径 

r 任意 点 相对 地 球 质心 的 
矢 径 

r 球 坐 标 基 矢 量 


re ”质心 相对 参考 点 的 矢 径 
TP ”接触 点 相对 固定 点 的 矢 径 
R HRPB, 劳 斯 函数 


R ”简化 劳 斯 函数 

R 矢 径 

s 特征 值 

s=w 从 量 纲 为 一 的 角 频 率 
S 第 7 电极 

s 面积 

S W 

t 时 间 

如 子午线 切 线 轴 基 矢量 


T Bf, 周期 , 时 间 常 数 
T 动能 中 广义 速度 的 了 次 


主要 符号 表 


«vii» 


齐 次 式 

T 转子 自 旋 周期 

T, ”相对 动能 

T. WAA 

T, 进 动 周期 

T, ”陀螺 球 摆动 周期 

u = cos 

u= Wz + iwy 

u = (ve + iven)/h 

u ”流体 质点 的 相对 流速 

uo ” 椭 球 腔 变换 至 球 腔 的 流速 

v EE, 对 地 球 的 相对 速度 
流体 质点 的 绝对 流速 

vo ”刚体 内 参考 点 的 速度 

vw” ” 腔 体 椭 球 度 引 起 的 速度 增 量 


V ”绝对 速度 


沿 转子 极 轴 的 坐标 轴 
z=a+iß 
Z= ez +iey 
z ”盘旋 误差 
Z “加 速度 误差 
z “ 进 动 解 


Za 章 动 解 
z 沿 地 垂 线 的 坐标 轴 ， 
章 动 振幅 


a 卡尔 丹 角 , 方向 余弦 
as 陀螺 罗 经 速度 误差 ， 


纬度 误差 

a 角 加 速度 

8 卡尔 丹 角 , 方向 余弦 

B = wo/we 

6° 6 的 奇 点 

s 卡尔 丹 角 , 内 环 摆 角 ， 
HA, 方向 余弦 

7=cos0 

Y= #//A 

“a = CRNrR/H 

T 影响 平均 涡 量 变化 率 的 
参数 

ô 脉冲 函数 

ó 锥 运动 误差 , 相位 差 ， 
连 杆 偏 角 , 扭 角 


人 线 振动 与 转动 的 相位 差 
6 克 罗 尼 克 符 号 

A, 电极 水 平 错位 

44, 44 电极 半球 高 错位 

AK  ”” 扭 杆 的 剩余 刚度 

4 转子 径 向 偏心 矢量 

e 连 杆 偏 角 , 小 参数 


ç 坐标 轴 , 相对 阻尼 系数 
¿ç = D/2VmK 


Ç = wz + kuy 
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坐标 轴 


7 

v 欧 拉 角 , 章 动 角 , 偏 航 角 

0 弹性 变形 角 位 移 , 球 坐 标 

o 球 坐 标 基 矢 量 

入 = C/4 

和 = Cr*/4 

x 欧 拉 - 罗 德里 格 参数 

A= C/4 

A 有 限 转 动 四 元 数 

A) 四 元 数列 阵 , 四 元 数 的 
期 望 值 

h 角 振动 与 转子 旋转 的 
相位 差 , 地 球 引 力 参 数 ， 
动 摩擦 因数 

u= mgl 摆 性 系数 

k= mima2lila/m 

u = mgr/ AR? 

H= pz + ipy 

Hz = Mz/Awz 

Hy = My/Awz 

ñ = mgl/ Awg 

LA 液体 摆 倾 覆 力 矩 系数 

v WEHR RM 

v=H/A ” 章 动 频率 

v= K/H? 

£ 坐标 轴 

ki 准 坐标 , 近地点 

T 切 平面 

p 密度 , 测 地 曲率 半径 ， 
盘旋 半径 

p= VR74” 复 摆 的 固有 角 频 率 

p= A/B 

p=(C/B)-1 

p = Dı/Do 


p=r/h 


p 相对 动 参考 点 的 矢 径 

o 放大 因子 , 自 旋 角 速度 
与 轨道 角速度 之 比 ， 
载体 角 振动 角 频 率 ， 
转子 陀螺 的 转 差 率 

o= Do/D 阻尼 系数 比 

o=(C/4)-1 

o* 惯性 力 激励 的 放大 因子 

T 量 纲 为 一 的 时 间 

的 欧 拉 角 , 自转 角 , 俯仰 角 

$ 转动 角 , 地 理 纬度 , 球 坐标 ， 
速度 势 函数 

$ 无 限 小 转动 矢量 
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陀螺 力学 起 源 于 经 典 刚体 动力 学 . 1780 年 欧 拉 (L. Euler) (图 0.1) 建立 了 以 他 
名 字 命 名 的 刚体 定点 运动 方程 , 莫 定 了 刚体 动力 学 的 基础 . 经 典 刚体 动力 学 致力 于 
积分 非 线性 的 欧 拉 方 程 . 但 仅 对 于 有 限 几 种 特定 条 件 , 即 欧 拉 (1765), 拉 格 朗 日 (J. 
L. Lagrange) (1788) 和 科 瓦 列 夫 斯 卡 姬 (5. V. Kovalevskaya)(1888) 三 种 情形 存在 
解析 积分 ,其 中 欧 拉 情形 和 拉 格 朗 日 情形 的 解析 积分 可 用 于 解释 天 体 的 转动 以 及 
重 陀 螺 在 光滑 平面 上 的 滚动 等 运动 现象 , 1852 年 傅 科 (J. Foucault) (图 0.2) 在 巴 
黎 科 学 院 展 示 了 一 台 细 线 悬挂 的 旋转 轴 能 自由 改变 方向 的 转子 构成 的 装置 , 是 历 
史上 第 一 台 具 有 科学 意义 的 陀螺 仪 , 此 后 随 着 陀螺 仪 在 导航 技术 中 的 广泛 应 用 , 其 
结构 和 力学 模型 日 趋 复杂 .关于 陀螺 仪 的 力学 分 析 已 超出 了 经 典 刚体 动力 学 的 范 
BE. 常规 的 框架 陀螺 仪 的 力学 模型 是 一 个 由 内 外 环 和 转子 组 成 的 多 刚体 系统 , 与 经 
典 刚体 动力 学 不 同 , 根据 实际 陀螺 仪 力学 模型 建立 起 来 的 动力 学 方程 寻找 严格 的 解 
析 积 分 几乎 不 可 能 . 必须 发 展 一 种 近似 的 但 又 能 足够 准确 地 反映 实际 陀螺 仪 运动 规 
律 的 力学 理论 . 于 是 出 现 了 以 一 阶 常 微分 方程 组 为 基础 的 陀螺 进 动 理论 , 成 为 指导 
陀螺 仪 研究 和 设计 的 实用 理论 . 当 转速 足够 高 时 , 进 动 理论 可 给 出 与 实验 现象 符合 
得 很 好 的 分 析 结 果 . 对 于 不 能 用 进 动 理论 解释 的 现象 , 如 与 陀螺 直接 稳定 有 关 的 现 
象 , 则 发 展 了 陀螺 的 章 动 理论 . 逐渐 形成 一 门 以 进 动 理论 和 章 动 理论 为 特征 的 不 同 
于 经 典 刚体 动力 学 的 独立 力学 分 支 -一 陀螺 力学 . 在 对 陀螺 力学 学 科 的 发 展 作出 
重要 贡献 的 学 者 中 , WREE (R. Grammel), 布尔 加 科 夫 (B. V. Bulgakov), 麦 尔 金 
(D. R. Merkin), 伊 式 林 斯 基 (A. Yu. Ishlinsky), 阿诺德 (R. N. Arnold), 马 格 努 斯 
(K. Magnus) 等 人 的 著作 早已 被 我 国 读者 所 熟知 . 


图 0.1 欧 拉 (L. Euler 1707—1783) 图 0.2 #W#k (J.Foucault 1819—1868) 


早期 的 陀螺 力学 仅 限于 线性 理论 , 它 已 发 展 得 十 分 完善 , 成 为 指导 航空 或 航海 
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陀螺 仪表 设计 的 实用 理论 . 但 非 线性 理论 也 逐渐 显示 出 重要 性 . 这 不 仅 是 因为 陀螺 
仪 实际 上 存在 着 诸如 轴承 间隙 、 干 摩擦 或 力矩 器 等 非 线性 特性 , 而 且 随 着 对 陀螺 仪 
精度 要 求 的 提高 , 线性 理论 中 被 忽略 了 的 非 线性 项 的 细微 影响 日 益 变 得 不 可 忽视 . 
因此 非 线性 振动 的 各 种 分 析 方法 随 之 向 陀螺 力学 渗透 而 形成 陀螺 力学 的 非 线性 理 
论 . 与 陀螺 仪 有 关 的 混沌 理论 的 研究 改变 了 人 们 对 陀螺 仪 漂移 现象 物理 本 质 的 认 
识 .关于 库仑 摩擦 非 线性 特性 的 研究 则 为 诸如 翻身 陀 曝 和 凯 尔 特 石 等 奇异 现象 提 
供 正确 的 力学 解释 . 

长 期 以 来 陀螺 力学 的 主要 研究 对 象 是 框架 陀螺 仪 , 但 静电 和 气 浮 支承 的 转子 陀 
螺 仪 以 及 动力 调谐 陀螺 仪 等 非常 规 陀螺 仪 的 兴起 使 陀螺 力学 面临 新 的 课题 . 前 者 涉 
及 转子 的 不 受 约束 的 大 幅度 运动 , 而 后 者 的 全 部 构件 都 参 与 高 速 旋转 . 除 重力 和 惯 
性 力 以 外 , 新 型 陀螺 仪 还 可 能 受 流 场 、 静电 场 或 磁场 的 作用 . 因此 必须 在 新 的 力学 
模型 基础 上 建立 新 理论 , 作为 新 型 陀螺 仪 的 研究 和 设计 的 理论 基础 . 对 各 种 新 型 非 
常规 陀螺 仪 理论 的 研究 极 大 地 丰富 了 陀螺 力学 的 内 容 . 

随 着 科学 技术 的 发 展 , 陀螺 力学 的 研究 领域 已 不 局 限于 陀螺 仪 的 实用 原理 , 而 
是 包括 一 切 具 有 高 速 旋转 特性 或 称 为 陀螺 特性 的 工程 对 象 的 动力 学 问题 . 其 中 关于 
航天 工程 中 自 旋 航天 器 的 理论 研究 在 陀螺 力学 中 占据 重要 的 位 置 . 使 陀螺 力学 的 研 
究 对 象 从 简单 的 刚体 扩展 为 由 多 个 刚体 、 弹 性 体 甚至 充 液 腔 体 组 成 的 复杂 动力 学 
系统 . 

本 书 系 统 地 叙述 陀螺 力学 的 基本 理论 . 全 书 共 分 13 章 . 第 1 章 、 第 2 章 介绍 
刚体 运动 学 和 动力 学 的 基础 知识 . 第 3 章 建立 框架 陀螺 仪 的 普遍 形式 动力 学 方程 , 
第 4 章 采用 与 复 摆 运 动 类 比 的 方式 讨论 单 自由 度 陀 螺 仪 的 运动 . 第 5 章 、 第 6 章 
分 别 令 述 两 种 典型 的 框架 陀螺 仪 , 即 垂直 陀螺 仪 和 陀螺 罗 经 的 进 动 理论 . 利用 相 平 
面 的 奇 点 理论 对 陀螺 仪 在 平衡 位 置 附近 的 运动 作 定性 分 析 , 以 摆脱 繁琐 乏味 的 数学 
演算 , 使 读者 得 以 透 过 简洁 的 数学 表达 了 解 框架 陀螺 仪 理 论 的 丰富 内 容 . 第 7 章 基 
于 凯 尔 文 - 泰 特定 理 讨论 陀螺 仪 的 线性 章 动 理论 , 利用 简明 的 近似 解析 方法 分 析 包 
括 章 动 漂移 在 内 的 各 种 非 线性 问题 . 第 8 章 建 立 动力 调谐 陀螺 仪 的 基本 理论 . 采用 
逐次 近似 法 , 以 陀螺 定 轴 性 为 零 次 近似 , 其 一 次 和 二 次 近似 分 别 对 应 于 陀螺 的 进 动 
和 章 动 . 第 9 章 建立 转子 陀螺 仪 动力 学 的 基本 理论 . 采用 状态 变量 的 摄 动 方程 代替 
欧 拉 方程 . 对 于 与 惯性 运动 接近 的 拟 规则 进 动 , 状态 变量 摄 动 方程 明显 比 欧 拉 方程 
优越 . 即使 是 万 向 支架 陀螺 仪 , 也 可 视 为 受 框架 惯性 力矩 干扰 的 转子 陀螺 , 采用 摄 
动 法 处 理 . 第 10 章 讨论 带 充 液 腔 体 刚体 的 自 旋 运动 . 导出 欧 拉 情形 和 拉 格 朗 日 情 
形 充 液 刚体 的 解析 形式 稳定 性 判 据 , 作为 充 液 自 旋 卫 星 和 充 液 弹丸 的 理论 基础 . 第 
11 章 叙述 自 旋 和 双 自 旋 卫星 的 动力 学 , 讨论 无 力矩 情况 和 受 地 球 引 力作 用 情况 下 
自 旋 运 动 的 稳定 性 . 对 于 卫星 大 幅 转动 情况 , 利用 有 限 转动 四 元 数 表 达 刚 体 的 姿态 ， 
以 避免 角度 坐标 可 能 出 现 的 奇异 性 . 第 12 章 讨论 平面 上 滚动 的 轴 对 称 和 非 轴 对 称 
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刚体 , 分 析 库仑 摩擦 对 运动 性 态 的 影响 , 从 而 对 翻身 陀螺 和 凯 尔 特 石 等 有 趣 的 力学 
现象 作出 理论 解释 . 第 13 章 讨论 陀螺 运动 的 混沌 性 态 以 及 对 陀螺 漂移 现象 物理 本 
质 的 新 认识 . 

为 便于 阅读 , 在 附录 中 补充 矢量 、 并 矢 和 四 元 数 概念 以 及 运动 稳定 性 理论 和 相 
平面 上 的 奇 点 理论 等 基本 知识 . 列 出 相 平面 的 奇 点 分 类 表 , 作为 进 动 理论 中 判别 陀 
螺 在 平衡 位 置 附近 的 极点 轨迹 几何 特征 的 参照 .参考 文献 栏 将 传统 陀螺 力学 部 分 
和 包括 新 型 陀螺 仪 及 自 旋 卫星 等 在 内 的 专门 问题 分 章 列 出 以 便于 查询 . 其 中 仅 包括 
有 代表 性 的 或 写作 中 主要 参考 过 的 文献 以 及 作者 发 表 的 与 正文 有 关 的 论文 , 远 非 
详尽 的 文献 索引 . 作为 一 本 力学 著作 , 本 书 不 涉及 具体 陀螺 仪表 的 原理 和 设计 问题 ， 
也 未 列 出 有 关 的 技术 性 文献 . 
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本 章 叙 述 与 陀螺 仪 有 关 的 刚体 运动 学 知识 ， 描 述 刚 体 姿态 的 各 种 数学 方法 均 
基于 欧 拉 的 刚体 有 限 转动 理论 . 欧 拉 角 是 经 典 力学 普遍 采用 的 数学 工具 它 特别 适 
合 描述 被 称 为 规则 进 动 的 特殊 运动 形式 . 对 于 工程 技术 中 的 运动 载体 和 陀螺 仪 ， 卡 
尔 丹 角 更 适合 实际 应 用 . 卡尔 丹 角 名 称 来 源 于 陀螺 仪 万 向 支架 的 转角 ,因为 这 种 万 
向 支架 在 西方 错误 地 标 以 卡尔 丹 的 姓名 (他 们 误 以 为 万 向 支架 是 卡尔 丹 发 明 的 , 但 
根据 中 国 汉代 关于 万 向 支架 的 文字 记载 和 出 土 文物 的 佐证 , 万 向 支架 早 在 卡尔 丹 前 
一 千 多 年 就 已 在 中 国 出 现 ). 卡尔 丹 角 由 于 其 直观 性 和 易于 线性 化 而 成 为 描述 陀螺 
仪 运动 的 常用 工具 . 但 在 讨论 转子 陀螺 、 充 液 陀 螺 、 平 面 上 滚动 陀螺 和 自 旋 卫星 的 
运动 时 ， 当 运动 形态 接近 规则 进 动 时 也 采用 欧 拉 角 描 述 . 各 种 数学 形式 的 运动 学 方 
#, 可 作为 从 仪表 实测 的 角速度 信息 推算 载体 妆 态 的 计算 工具 , 但 欧 拉 角 或 卡尔 丹 
角 在 计算 中 均 存在 奇异 位 置 . 对 于 刚体 大 幅 转 动情 形 , 必须 采用 有 限 转动 四 元 数 作 
为 描述 刚体 姿态 的 工具 . 由 于 刚体 的 连续 有 限 转动 与 转动 顺序 有 关 , 因此 对 于 万 向 
支架 支承 的 陀螺 仪 或 平台 , 可 由 于 转动 顺序 的 改变 而 出 现 运动 学 误差 . 还 可 能 在 利 
用 角速度 计算 载体 姿态 时 出 现 与 非 完 整 约束 有 关 的 各 种 运动 学 误差 . 


1.1 刚体 的 有 限 转动 


1.1.1 刚体 


刚体 是 对 刚 硬 物体 的 抽象, 它 由 连续 充满 空间 中 某 个 确定 域内 的 物质 组 成 , 其 
中 任意 两 点 之 间 的 距离 保持 不 变 . 在 工程 技术 中 , 对 于 变形 很 小 的 物体 或 虽 有 变形 
但 不 影响 整体 运动 的 物体 可 以 简化 为 刚体 . 不 受 约束 的 自由 刚体 相对 确定 的 参考 坐 
标 系 有 6 个 运动 自由 度 , 即 刚体 内 任意 点 O 的 3 个 移动 自由 度 和 刚体 绕 O 点 的 3 
个 转动 自由 度 . O 点 的 移动 和 刚体 绕 O 点 的 转动 可 能 相互 影响 , 也 可 能 独立 进行 . 
WR O 点 的 运动 已 独立 确定 ; 其 运动 规律 可 视 为 已 知 的 约束 条 件 , 刚体 只 有 绕 O 
点 转动 的 3 个 自由 度 . O 点 在 惯性 空间 中 固定 不 动 是 一 种 特例 , 此 时 刚体 做 绕 固 定 
点 的 转动 , 即 刚体 定点 运动 . 

分 析 刚 体 绕 O 点 的 转动 规律 时 , 可 将 O 点 取 作 原 点 建立 固 结 于 刚体 的 连 体 坐 
标 系 表示 刚体 的 位 置 . 多 个 刚体 绕 O 点 转动 时 , 刚体 之 间 的 相对 位 置 由 各 个 连 体 坐 
标 系 之 间 的 方向 余弦 矩阵 确定 . 同一 刚体 绕 O 点 多 次 转动 时 , 将 每 次 转动 后 的 连 
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体 坐 标 系 位 置 相对 参考 坐标 系 固定 而 定义 一 系列 中 间 坐 标 系 , 刚体 历次 转动 前 后 的 
位 置 关 系 由 中 间 坐 标 系 之 间 的 方向 余弦 矩阵 确定 , 方向 余弦 矩阵 元 素 中 的 3 个 独 
立 参数 体现 为 刚体 绕 固定 点 的 3 个 独立 的 转动 自由 度 . 


1.1.2 ”有 限 转动 张 量 


刚体 做 定点 转动 时 , 若 转角 为 有 限 值 , 称 为 有 限 转动 . 根据 附录 一 中 令 述 的 方 
向 余弦 矩阵 的 性 质 (A.1.23), 可 引出 刚体 有 限 转动 的 基本 定理 , 即 欧 拉 定理 . 

欧 拉 定 理 : 刚体 绕 定点 O 的 任意 有 限 转动 可 由 绕 O 点 的 某 个 轴 的 一 次 有 限 
转动 实现 . 

设 刚体 的 连 体 坐 标 系 (O — ryz) 的 初始 位 置 为 (O — zoyozo), 它 绕 过 O 点 的 任 
意 轴 p 转 过 ó 角 后 的 位 置 为 (O — z=uiz1), p 轴 的 单位 矢量 p 相对 (O 一 zoyozo) 和 
(O - una) 有 相同 的 方向 余弦 pi (i = 1,2,3). 固定 于 刚体 的 任意 矢量 在 转动 前 后 
的 位 置 ao 及 a 都 位 于 相对 p 轴 对 称 的 圆锥 面 内 . 过 ao 和 a 的 矢量 端点 Po 和 P 
作 平 面 与 p 轴 垂 直 生 相交 于 O 点 , 过 P 点 向 O, Ps 3ER, EEX QULA 1.1), 
则 有 

OP = OP, + PQ + QP (11.1) 


图 1.1 刚体 的 有 限 转 动 
其 中 的 矢量 QP 及 PQ 分 别 沿 p x ao 及 px (p x a) 方向 , 上 式 可 写作 


a = ao + (1 — cosġ) p x (p x ao) + sin é (p x ao) (1.1.2) 
将 其 中 的 二 重 矢 积 展开 后 , 化 作 

a = cos ó ao + (1 — cos @)(p - ao)p + sin ó (p x ao) (1.1.3) 
引入 并 矢 C, 定义 为 


C = cosġ E + (1 — cos ó)pp + sin ó (p x E) (1.1.4) 
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其 中 E 为 单位 并 矢 . 则 式 (1.1.2) 的 右 项 可 简写 为 并 矢 C 与 矢量 ao 的 点 积 
a=C:-ao (1.1.5) 


并 矢 C 称 作 刚 体 的 有 限 转动 张 量 . 将 矢量 式 (1.1.3) 中 各 项 向 (O — zu) 坐标 系 
投影 , 以 带 括 弧 的 角 标 表示 坐标 系 的 标号 . 导出 


a® = CVa (1.1.6) 
E OO 为 有 限 转动 张 量 C 相对 (O — zyz) 的 坐标 矩阵 
CW = cosó E + (1 — cos ó )p(1)p()T + sin $p(D) (7) 


其 中 E 为 单位 阵 , pO 和 pO 分 别 为 单位 矢量 p 相对 (O — zun za) 的 坐标 列 阵 和 
反对 称 坐 标 方 阵 : 


Pi 0 -p pm 
p=] p |, p=] p 0 -m (1.1.8) 
P3 —- Pm 0 


在 式 (1.1.6) 中 , 矢量 a 相对 (O — ziyiz1) 的 坐标 列 阵 a® 与 矢量 ao 相对 (O 一 
zoyoz0) 的 坐标 列 阵 ago) 完全 相同 , 因此 可 将 式 (1.1.6) 改写 为 


a® = cQ) Q) (1.1.9) 


根据 附录 一 中 的 式 (A.1.10), 矩阵 CQ) 将 同一 矢量 ao 从 相对 (O — zu 14) 的 坐标 
变换 到 相对 (O — zoyozo) 的 坐标 , WJ C® BA (O — zoyozo) 坐标 系 与 有 限 转动 后 
位 置 (O — ryz) 之 间 的 方向 余 苞 矩阵 , 将 CO) 改 记 为 C3?. 展开 式 (1.1.7), 得 到 


pi(l—có)+có — p2pi(1—có)—pssó “pspi(l — có) + pəs0 
CB=| pzp(1—có)+ pasó — p2(1—có)+cé — pspa(1 — có) — pisó 
papı(1— cø) — pas psp2(1—có)+pisó — p3(l-— có) +c 
(1.1.10) 
其 中 c, s 为 cos, sin 的 简写 符号 . 由 于 方向 余弦 之 间 存 在 关系 式 


pl + p+ pa = 1 (1.1.11) 
因此 构成 矩阵 C3 各 元 素 的 4 个 参数 ppop 中 只 有 3 个 独立 变量 , 与 刚体 
绕 定点 转动 的 3 个 自由 度 相对 应 . 当 转 动 轴 位 置 p 和 转角 4 给 定 以 后 , 可 利用 式 


此 外 将 方向 余弦 矩阵 相关 的 坐标 系 标号 分 别 置 于 矩阵 C 的 上 角 和 下 角 ， 在 下 文中 , 如 相关 的 从 标 
轴 以 不 同 符号 表示 ， 风 将 首 个 从 标 轴 符 号 置 于 答 阵 C 的 上 角 和 下 角 以 (O — zoyozo) 相对 (O — 606) 的 
DORREAN, 表示 为 OP. 
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(1.1.10) 写 出 刚体 转动 前 后 位 置 之 间 的 方向 余弦 矩阵 . 反之 ， 任意 给 定 方向 余弦 矩 
BE OL = (cy), 也 可 从 式 (1.1.10) 逆 解 出 用 方向 余弦 元 素 cj (j = 1,2,3) 表示 的 
转动 轴 位 置 及 转角 ó 


trCol 一 1 Ckk — cos ó 
x = jain 人 人 一 3 LEL: 
$= arccos ( 2 ) > Pk +/ 1 (k = 1,2,3) (1.1.12) 


将 解 出 的 o 和 pk RAR (1.1.10), 与 原 矩阵 C3 核对 , 以 确定 pk 的 正 负 号 . 上 式 的 
推导 过 程 从 另 一 途径 证 明了 刚体 有 限 转动 的 欧 拉 定 理 . 

刚体 绕 定点 O 做 一 系列 有 限 转动 时 , 等 效 于 绕 过 O 点 的 各 次 转动 轴 的 一 系列 
转动 . 每 次 转动 前 后 刚体 位 置 的 相互 关系 可 利用 方向 余弦 矩阵 (1.1.10) 表示 . 多 次 
转动 后 的 刚体 位 置 可 利用 方向 余弦 矩阵 的 连 乘 积 表示 . 由 于 矩阵 乘法 无 交换 律 , 连 
乘积 必须 严格 按 转动 顺序 进行 .因此 刚体 做 一 系列 有 限 转 动 后 到 达 的 位 置 不 仅 取 
决 于 各 次 转动 轴 在 刚体 内 的 位 置 和 转 过 的 角度 , 而 且 与 转动 的 顺序 有 关 . 


1.1.3” 欧 拉 角 


刚体 绕 定点 O 的 3 个 转动 自由 度 要求 有 3 个 广义 坐标 与 之 相对 应 . 欧 拉 提出 
用 3 个 角度 坐标 作为 独立 变量 ， 设 想 将 
刚体 的 有 限 转动 分 解 为 依 一 定 顺 序 绕 连 
体 坐 标 轴 的 3 次 有 限 转动 , 则 每 次 转 过 的 
角度 可 定义 为 确定 刚体 转动 前 后 相对 位 
置 的 3 个 广义 坐标 . 设 刚体 的 连 体 坐标 系 
从 初始 位 置 (O — Ent) 出 发 , 先 绕 5 轴 转 
Zh y AANA (O —zouozo) 位 置 , 然后 绕 to 
轴 转 动 6 角 到 达 (O — zuuiz1i) 位 置 , 最 后 
绕 z 轴 转 动 p 角 到 达 (O — zzyazz) 位 置 
与 刚体 固定 . 将 3 个 广义 坐标 Y,d, p 称 
为 欧 拉 角 , 其 中 y 为 进 动 角 , 为 章 动 角 ， 
o 为 自转 角 ( 见 图 1.2)， 此 转动 过 程 用 以 图 1.2 欧 拉 角 
下 方式 表达 , 第 头 下 方 表示 转动 轴 , 上 方 
为 转 过 的 角度 : 


a2 《为 


% v p 
(O-n) — (O-zoyz%) 一 (O-ziyızı) 一 (O-—z2y2z2) 
Ç, zo Zo, T1 Z 22 
两 次 转动 后 的 连 体 坐 标 系 (O — z1y1z1) 位 置 常 称 为 莱 查 坐标 系 , 其 中 的 2 轴 
与 刚体 固 结 , zi 轴 沿 (En) 与 (22, y2) 二 坐标 平面 的 节 线 . 车 刚体 的 质量 相对 z 轴 
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对 称 分 布 , 则 莱 查 坐标 系 (O 一 z1yiz1) 与 连 体 坐 标 系 (O 一 x2y2z2) 同 为 刚体 的 主轴 
坐标 系 , 但 前 者 不 参与 刚体 绕 对 称 轴 的 自转 , 用 作 轴 对 称 刚体 的 参考 坐标 系 可 使 计 


算 简 化 . 
利用 式 (1.1.10) 或 直接 观察 各 坐标 轴 之 间 夹 角 的 余弦 不 难 确定 各 次 转动 所 对 


应 的 方向 余弦 矩阵 
cosy -siny 0 
Ce" =| siny cosy 0 


0 0 1 


0 sinó cos 

cosy -sing 0 
C3 = | sinp cosy 0 
0 0 1 


RELER (O - ryz) 和 连 体 举 标 系 (O — zatoza) 相对 (O — Ent) 的 方向 余弦 
矩阵 CE 和 OP, 可 利用 附录 一 中 的 公式 (A.1.16) 导出 


£ 0 0 
C=] 0 cosó -sine (1.1.13) 


Cosio —cosdsiny sindsiny 
Ce=CeCs=| siny cosdcoswy —sinð cosy (1.1.14) 
0 sinó cos 


cpcp 一 cgsysp 一 cysp 一 cysycp sdsy 
Ce = CCI = | syep +cgcysp 一 ssp 十 cgcWycp ~sdcy (1.1.15) 
sysp sycp có 


将 式 (1.1.15) 中 矩阵 CP 的 元 素 记 作 ci; (š, j = 1,2,3), 导出 用 方向 余弦 表示 的 欧 
拉 角 计算 公式 
p = arccos C5) = arcsin ( eis ) 


sin sin $ 
9 = arccoscss = arcsin (+ /1 — c8) (1.1.16) 
9 = arccos (5) = arcsin (25) 
在 = nx (n = 0,1,…) 的 特殊 位 置 , 公式 (1.1.16) 因 无 意义 而 成 为 欧 拉 角 的 奇 点 . 
在 奇 点 位 置 , 由 于 zz 轴 与 ( 轴 重 合 , zo 轴 的 位 置 变 得 不 确定 , 角度 % p 亦 不 能 
确定 . 实际 上 只 要 z 轴 接 近 ç 轴 , o 接近 零 时 即 可 能 出 现 数值 计算 的 困难 . 
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11.4 FRAM 


欧 拉 角 是 经 典 刚体 动力 学 中 使 用 的 广 
义举 标 , 但 并 非 唯一 的 选择 . 实际 上 从 3 个 
连 体 举 标 轴 按 任意 顺序 选取 转动 轴 (但 不 得 
连续 选取 同一 轴 ), 所 对 应 的 3 次 有 限 转动 
角 都 可 作为 广义 坐标 的 定义 . 例如 , 可 规定 
连 体 储 标 系 从 (O — ent) 位置 出 发 ， 首 先 绕 
£ 轴 转 动 a 角 到 达 (O — zoyozo) 位 置 , 再 绕 
wo 轴 转 动 8 角 到 达 (O — zunzi) 位 置 , fE 
DREIER. 最 后 绕 a 轴 转 动 y 角 到 达 
(O 一 z2y222) 位 置 . 角度 坐标 a, B, 7 称 为 卡 
RAMO (LE 1.3). 此 转动 过 程 表示 为 SRU 


a 8 w À 
(O-én) 一 (O-—zoyozo) 一 (O-znz) — (O- z2y22z2) 


$, zo Yo yı 21,22 
各 次 转动 对 应 的 方向 余弦 矩阵 为 
š 0 0 
C =| 0 cosa -sina 
0 sina cosa 
cos 0 sing 
Ch = 0 1 0 (1.1.17) 
一 sinB 0 cos 
cosy -siny 0 
C3 =| siny cosy 0 
0 0 1 


莱 查 坐标 系 (O — z1y1z1) 和 连 体 坐 标 系 (O 一 z2y2z2) 相对 (O — Ent) 的 方向 余弦 
和 矩阵 分 别 为 


cos 8 0 sin 8 
Ce = CPO = sinasin cosa — sin acos f (1.1.18) 
—cosasinĝ sina cosacos 有 
O 文献 中 也 称 布 莱 恩 特 (Bryant) 角 , RAMAK (Krylov) 角 . 卡尔 丹 角 名 称 的 由 来 是 因为 它 正 好 是 


陀螺 仪 万 向 支架 的 转角 ， 后 者 在 西方 错误 地 被 认为 是 16 世纪 意大利 人 卡尔 丹 (G. Cardano) WRH. W.W 
1.4.1 节 的 注释 . 
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chey —cpsy sp 
CE = CECI = | casy+sasBey cacy— sasBsy ”一 sacB (1.1.19) 
sasy — casßcy sacy+casBsy cacß 


用 OP 的 方向 余弦 元 素 ci (i,j = 1,2,3) 表示 的 卡尔 丹 角 计算 公式 为 


G = arccos (5) = arcsin (Z) 


B = arccos (= p= z) = arcsin cys (1.1.20) 


-3 


卡尔 丹 角 也 存在 奇 点 8 = (x/2) + nx (n = 0,1,…), 即 z 轴 与 zo 轴 重 合 的 位 置 . 
但 与 欧 拉 角 不 同 , 卡尔 丹 角 的 奇 点 远离 6 角 的 零点 . 对 于 zo 轴 与 《 轴 无 限 接近 的 
情形 , 变量 o, 6 可 作为 无 限 小 量 . 车 (O - zayaza) 与 (O 一 m0) 的 各 轴 均 无 限 接近 ， 
则 e, 8,y 均 可 作为 无 限 小 量 . 因此 卡尔 丹 角 特别 适合 于 讨论 zo 轴 在 4 轴 附近 , 或 
(O — z2y2z2) 各 轴 均 在 (O — Enc) 附近 的 刚体 运动 . 


1.2 刚体 的 无 限 小 转动 
1.2.1 无 限 小 转动 矢量 


当 刚 体 绕 O 点 转动 的 角度 极 小 可 视 为 无 限 小 量 时 , 称 为 刚体 的 无 限 小 转动 . 用 
卡尔 丹 角 表示 刚体 位 置 , 只 保留 无 限 小 转角 o, 6, y 的 一 次 项 , 方向 余弦 公式 (1.1.17) 


简化 为 
1 08 
ca=| o 10 (1.2.1) 
-8 0 1 


式 (1.1.19) 简化 为 
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1 — 8 
Ci =CzC2C2=| y 1 -a (1.2.2) 


- a 1 


对 比 式 (1.2.1) 与 (1.2.2) 可 看 出 , 对 于 无 限 小 转动 的 特殊 情形 , 方向 余弦 矩阵 的 乘 
法 运算 简化 为 只 需 在 单位 阵 的 非 对 角 线 位 置 内 填 入 参与 运算 的 各 个 矩阵 元 素 , 而 不 
须 考虑 各 矩阵 在 运算 中 的 排列 次 序 . 因此 与 有 限 转 动 不 同 , 刚体 做 一 系列 无 限 小 转 
动 后 的 位 置 与 转动 顺序 无 关 . 

根据 欧 拉 定 理 , 刚体 的 任意 无 限 小 转动 与 绕 转动 轴 p 的 一 次 无 限 小 转动 $ 等 
效 . 利用 方向 余弦 公式 (1.1.10) 计算 CZ, 只 保留 其 中 ó 的 一 次 项 , 简化 为 


1 -pọ mọ 
cp=| é 1 -né (12.3) 
-pġ p19 1 
将 式 (1.2.3) 5 (1.2.2) 比较 可 得 出 结论 : 刚体 绕 p 轴 的 一 次 无 限 小 转动 $ 可 分 解 
为 刚体 绕 连 体 坐 标 轴 z, y, z 的 三 次 无 限 小 转动 a, by, 只 要 令 
a = 有 办 B =p2ó, = p$ (1.2.4) 


定义 矢量 ó, 它 沿 转动 轴 p 的 方向 , 以 转 过 的 角度 o 为 模 , 指向 由 右手 定 则 确定 , 称 
为 无 限 小 转动 矢量 . 上 述 分 析 证 明 无 限 小 转动 矢量 服从 矢量 的 加 法 规则 , 可 写作 


由 =a+B+T (1.2.5) 
其 中 a, p, y 分 别 为 沿 z,y,z 各 轴 的 无 限 小 转动 矢量 . 
1.2.2 ”瞬时 角速度 与 角 加 速度 


刚体 做 定点 转动 时 , ZE t t+ At 之 间 无 限 小 时 间 间 隔 内 完成 的 无 限 小 转动 
Ad 所 对 应 的 一 次 转动 轴 p 称 为 刚体 在 t 时 刻 的 瞬时 转动 轴 . 将 沿 瞬时 转动 轴 p 
的 无 限 小 转动 矢量 Ad 除 以 Ab $ At 一 0, 其 极限 以 矢量 符号 w 表示 


Q = ha a t= d (1.2.6) 
其 中 以 点 号 表示 对 时 间 t 的 导数 ，w 定义 为 刚体 的 瞬时 角速度 矢量 , 其 模 等 于 
At 一 0 时 A4/At 的 极限 值 , 方向 沿 瞬时 转动 轴 ， 设 矢量 w 相对 连 体 坐标 系 


(O — z2ya22) 的 投影 为 
w = ws i2 + wy j2+ ws k2 (1.2.7) 


角速度 分 量 wo,wy,ws 可 在 形式 上 写作 ne, Tyn: 的 导数 


Wz= ře, Qy = fy, W= fs (1.2.8) 
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除 刚体 做 定 轴 转 动 或 平面 运动 的 特殊 情况 以 外 , 一 般 情况 下 上 式 不 可 积 . 因此 虽然 
Tm ms 的 导数 有 物理 意义 , 但 本 身 不 能 作为 坐标 存在 , 称 为 准 坐标 或 伪 坐标 . 

车 刚体 相对 定 参考 系 (O — nC) 的 位 置 用 欧 拉 角 表示 , 刚体 作 无 限 小 转动 Aó 
时 , 各 欧 拉 角 的 增 量 分 别 为 Ay, A, Ap, 则 瞬时 角速度 矢量 w 可 分 解 为 绕 zo, 21, 22 
各 轴 转 动 角速度 的 矢量 和 


Ay š à, i 
w= Jm, (* Á: ko + 各 和 十 r) = ko + Vil + Pk2 (1.2.9) 


利用 方向 余 藤 矩阵 (1.1.13)，(1.1.14) 将 矢量 式 (1.2.9) 投影 到 连 体 坐标 系 (O — 
xz2y222), 导出 用 欧 拉 角 及 其 导数 表示 的 角速度 
ty = +P sin ó sin @ + cosy 
wy = Ü sinó cosp — Š sin p (1.2.10) 
wz = Ú cos0 + ó 
车 改 用 卡尔 丹 角 表 示 角 速度 o, 则 有 


EE a +88; ETE AE a 
w= im (Fit hF Sir) = iio + Bj) + ko (1.2.11) 


利用 方向 余弦 矩阵 (1.1.17), (1.1.18) 投影 到 连 体 坐 标 系 (O 一 z2y2z2), 导出 用 卡尔 
丹 角 及 其 导数 表示 的 角速度 
wz = åcos f cosy + Ësin y 
wy = —å cos B sin y + Ê cos y (1.2.12) 
wz =àsinf + Y 


刚体 的 瞬时 角 加 速度 a 定义 为 瞬时 角速度 w 对 t 的 导数 


NAR -ART 
a= Jim Z+ = 2 (1.2.13) 


由 于 刚体 的 瞬时 转动 轴 位 置 可 随时 间 改 变 , 瞬时 角速度 w 不 仅 改变 模 而 且 改变 方 
向 , 因此 与 刚体 的 定 轴 转 动 不 同 , 刚体 定点 运动 的 瞬时 角 加 速度 矢量 o 不 一 定 沿 瞬 
时 转动 轴 方 向 . 
1.2.3 ” 欧 拉 运动 学 方程 
将 方程 (1.2.10) 的 系数 矩阵 求 逆 , 导出 
= (wz sin p + wy cos e@)/sin 0 
Š = wz cos @ — uy Sin p (1.2.14) 
@ = —(wzsing + wy cos p) cot 9 + wz 


第 1 章 ”陀螺 的 运动 学 18. 


方程 组 (1.2.13) 称 为 欧 拉 运 动 学 方程 ， 若 wz,wy,ws 的 变化 规律 可 被 量 测 ， 一 般 
情况 下 可 对 此 非 线性 微分 方程 作 数值 积分 ,得 到 欧 拉 角 Y,d, p 的 变化 规律 . 但 在 
ú =nx(n = 0,1,…) 附近 , 运动 学 方程 的 右 端 无 限 增 大 , 数值 积分 无 法 进行 . 

类 似 地 , 对 方程 (1.2.12) 的 系数 矩阵 求 逆 , 导出 用 卡尔 丹 角 表达 的 运动 学 方程 


å = (wzcos7 一 wysin7)/cosB 
È = ox siny + uy cos y (1.2.15) 
Y= (—wz cos y + wy sin) tan 8 + wz 
# B = x/2 + nx (n = 0,1,---) 附近 , 数值 积分 也 出 现 困难 . 6 = nx 和 8 = n/2 + 
nx (n = 0,1,.…) 分 别 为 网 拉 角 和 卡尔 丹 角 的 奇异 位 置 . 若 待定 的 角度 坐标 在 零 值 


附近 , 则 欧 拉 角 明显 不 如 卡尔 丹 角 有 利 . 因为 前 者 的 零 值 恰好 为 奇异 位 置 , 而 后 者 
的 奇异 位 置 远离 零 值 . 


13 有限 转动 四 元 数 


1.31 ” 欧 拉 一 罗 德 里 格 参数 


采用 角度 坐标 表示 刚体 的 究 态 , 无 论 欧 拉 角 或 卡尔 丹 角 都 不 可 避免 地 存在 奇异 
位 置 问题 . 相 比 之 下 , 用 卡尔 丹 角 描 述 陀螺 仪 的 姿态 更 有 利 , 因为 陀螺 仪 的 偏 角 通 
常 很 小 , 不 会 接近 r/2 的 奇异 位 置 . 但 对 于 太空 中 自 旋 航 天 器 , 其 不 受 限制 的 姿态 
运动 必须 避免 任何 奇异 位 置 . 1840 年 法 国 数学 家 罗 德 里 格 (B.O. Rodriques) 提出 
描述 刚体 姿态 的 新 参数 可 以 彻底 解决 奇异 问题 . 

利用 半角 公式 , 将 式 (1.1.10) 的 方向 余弦 矩阵 C3 中 的 各 元 素 化 作 以 sin(g/2) 
和 cos($/2) 表示 , 定义 以 下 符号 


=eosg ， X = pasi Š (k= 1,2,3) (1.3.1) 


所 定义 的 4 个 实数 Xk (k = 0, 1,2,3) 称 为 欧 拉 一 罗 德里 格 参数 , 或 简称 罗 德里 格 参 
RO. 各 参数 之 间 存 在 如 下 关系 式 


总 十 如 十 如 + 加 =1 (1.3.2) 


因此 用 罗 德里 格 参数 表示 刚体 之 间 的 相对 位 置 时 也 只 有 3 个 独立 变量 . 刚体 有 限 
转动 前 后 的 方向 余弦 矩阵 C3 可 用 罗 德里 格 参数 表示 为 


O 国内 外 一 些 著作 和 教材 中 常 将 此 种 表达 方式 称 为 欧 拉 参 数 . 但 据 考 证 , 利用 半角 公式 定义 的 参数 主 
要 来 自 罗 德里 格 . 此 处 改称 欧 拉 - 罗 德 里 格 参数 , 简称 罗 德 里 格 参数 . 
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2(XzAi+XoXa) 2(A8+A2)—1 2(A2A3 — NA) 


2 (A3 +A?)—1 2(Aàz2— 023) 2 (A1A3 + Ao6A2) 
c= (1.3.3) 
2(A3Àı — XMM) 2(AsA2 +AÀoà1) 2 a3 + 23) -1 


也 可 写作 
Cl= RRT (1.3.4) 


其 中 R 15 R 均 为 由 罗 德 里 格 参数 构成 的 3x4 矩阵 , 由 完全 相同 的 第 一 列 和 相互 
转 置 的 3 阶 方 阵 组 成 


-A X js -Nh — 和 NN —j àz 
R=| -`x —s 2 à |  F'=| -a à ào -A | (135) 
-Xs à -A 和 有 -Xe -à A ào 


对 于 任意 给 定 的 方向 余弦 矩阵 C) = (c), 罗 德 里 格 参数 可 用 方向 余弦 元 素 ci; (i, j = 
1,2,3) 表示 为 


x= HO, M= y E 局 (k=1,2,3) (1.3.6) 


将 解 出 的 罗 德 里 格 参数 代入 式 (1.3.3), 与 原 矩阵 C3 核对 , 以 确定 Xk 的 正 负 号 , 再 
代入 式 (1.3.1), 解 出 转动 轴 位 置 pk (k = 1,2,3) 和 转角 ç. 


1.3.2 ”有 限 转动 四 元 数 


利用 附录 一 中 关于 四 元 数 的 知识 , 可 将 罗 德 里 格 参数 用 四 元 数 4 表示 , 称 为 有 
限 转动 四 元 数 . 


A=AX +A I (1.3.7) 
关系 式 (1.3.2) 表明 有 限 转动 四 元 数 4 为 规范 四 元 数 . 
I4l=4o4*=A*o4=1 (1.3.8) 


矢量 形式 的 有 限 转动 公式 (1.1.3) 可 利用 有 限 转 动 四 元 数 4 RRRA 4* 表 
RAH 


a = (2) — 1)ao + 2A(A - ao) + 2A6(À x ao) = A o ag 0 A* (1.3.9) 
将 上 式 左 、 右 两 边 各 乘 以 A 及 A, 考虑 式 (1.3.8), 逆 解 出 
ao=A*oaoAh (1.3.10) 


车 刚体 相继 做 两 次 有 限 转动 . 第 一 次 有 限 转 动 四 元 数 A, 将 矢量 ao 转 至 a, 位 置 


aı = Aioaoo A£ (1.3.11) 
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第 二 次 有 限 转动 四 元 数 A 将 矢量 a, 转 至 a 位 置 , 将 上 式 代入 后 导出 
a= A20a10 A4 = Aocaoo A", A= A204 (1.3.12) 
从 而 表明 , 刚体 相继 两 次 有 限 转动 可 由 一 次 有 限 转动 实现 , 合成 的 有 限 转动 四 元 数 


等 于 各 次 有 限 转动 四 元 数 的 乘积 . 此 结论 不 难 推广 到 刚体 相继 作 n 次 有 限 转动 的 
一 般 情形 , 其 合成 的 有 限 转 动 四 元 数 为 


A= Ano An_10:..0 A20 Al (1.3.13) 
有 限 转 动 次 序 的 不 可 交换 性 由 四 元 数 乘法 运算 的 不 可 交换 性 所 体现 . 
1.3.3 ”瞬时 角速度 


将 At 时 间 间 隔 内 完成 的 无 限 小 转动 Aó 用 有 限 转动 四 元 数 的 增 量 表示 . 设 
AQ = 1,2,3) 为 Ag 在 (O 一 Em) 中 的 投影 , 代入 式 (1.3.1), 只 保留 其 一 次 项 ， 
得 到 无 限 小 转动 Ag 对 应 的 四 元 数 Aa, 其 相对 (O — En) 的 标量 列 阵 AQ) 为 


AQ) =a Ado/2 Ag/2 Ag/27 (1.3.14) 
设 刚体 相对 (O — En) 的 四 元 数 Ao 的 标量 列 阵 AQ 为 
AQ) = (Ao A1 Az A3)" (1.3.15) 
利用 式 (1.3.13), 刚体 做 无 限 小 转动 后 的 四 元 数 4 与 Ao, has 之 间 满 足以 下 关系 
A= Asg ° Ao (1.3.16) 
上 式 中 的 四 元 数 乘法 可 用 投影 矩阵 的 运算 实现 , 写作 
AO = 4949 (1.3.17) 
其 中 4Q) 为 按 式 (A.1.53) 定义 的 4As 的 标量 方 阵 
1 Ad /2 -Agp /2 -Ag /2 
a9- He s. j; -460/2 e ' (1.3.18) 
Ag/2 —A09/2 Ag 1 


将 式 (1.3.17) 两 边 减 去 AV, 令 AAO = AV - AO 为 无 限 小 转动 引起 的 四 元 数 
WE AA G = 0,1,2,3) 组 成 的 4 阶 列 阵 , 得 到 


30) L 
AAO = (aa4 - E) AP = FRAGO (1.319) 
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其 中 E 29 4 Erik ir E, 4x3 矩阵 R*T 为 式 (1.3.5) 定义 的 R 的 转 置 阵 , Ag(o) 为 
Aç = 1,2,3) 组 成 的 3 阶 列 阵 
A4(0) = (AN Aà AA AMA) 
Ad = (AP Aç Age 
令 方程 (1.3.19) ER R', 导出 
Ap® = 2R' AA% (1.3.21) 
将 方向 余弦 矩阵 C3 = RRT SERER, 使 无 限 小 转动 Ap 的 投影 列 阵 变换 到 刚 
体 坐 标 系 (O — zzyzza), WE AdG). 直接 验算 可 证 明 以 下 关系 式 
RRR =R (1.3.22) 


, (1.3.20) 


导出 
AdG) = C1A@ = 2RR°TR*'A AO) = 2RA4(O) (1.3.23) 


导出 无 限 小 转动 Ab 沿 (O — zayszs) 各 轴 的 投影 Adz, Apy, A9:. 略 去 上 角 标 , 得 
g Aó; = 2 (A140 + XAN + MAAN — A243) 
Aó, = 2 (A250 — A3AA1 + A0AA2 + A143) (1.3.24) 
Aç, = 2 (—A3AA0 + A2AA1 — NAN + A043) 
将 上 式 各 项 除 以 At, 令 At 一 0, 得 到 角速度 的 四 元 数 表 达 式 
ws = 2 (Wh -Nio+)ja-)xajis) 
wy = 2 (xia -N+ 和 i — Ai) (1.3.25) 
o, =2 (Aoda — Mo +h — A152) 
1.3.4 ” 欧 拉 运动 学 方程 
将 式 (1.3.2) 各 项 求 导 , 得 到 
)Xoio+ 和 Xi+)Xaiz+》Xais=0 (1.3.26) 
从 上 式 与 方程 组 (1.3.25) 联 立 , 逆 解 出 
jo = $ (Swadi — wyda — wrda) 
à= 3 (wzào — wyX3 + wzà2) 


> £i (1.3.27) 
ja = š (w+ wyo — weA) 


s 21 
As = 5 (—@sÀə + wyN + 0220) 
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即 四 元 数 形式 的 欧 拉 运动 学 方程 , 可 用 矩阵 形式 表示 为 
240 = 30040 (1.3.28) 


其 中 O 为 由 w 的 投影 组 成 的 4 阶 反 对 称 方 阵 , 定义 为 


人 (1.3.29) 


wz wy -ws 0 


四 元 数 的 运动 学 方程 a327) 为 线性 微分 方程 , 不 包含 三 角 函 数 也 不 存在 奇 点 . 与 
用 欧 拉 角 或 卡尔 丹 角 表示 的 非 线性 运动 学 方程 (1.2.14) 或 (1.2.15) 相 比 , 其 数值 积 
分 运算 具有 明显 的 优越 性 


14 万 向 支架 的 运动 学 特点 


1.4.1 ”陀螺 仪 与 万 向 支架 


作为 陀螺 力学 研究 对 象 的 陀螺 仪 , 一 般 是 指 绕 对 称 轴 高 速 旋转 的 轴 对 称 刚体 ， 
其 旋转 轴 在 空间 中 的 方位 可 自由 改变 的 机 械 装 置 . 高 速 旋转 的 刚体 称 为 转子 , 它 相 
对 旋转 轴 上 某 个 固定 点 具有 3 个 转动 自由 度 . 此 转动 自由 度 的 实现 由 特殊 的 支承 装 
置 所 保证 , 因此 陀螺 仪 的 确切 涵义 应 为 包括 高 速 旋转 转子 和 支承 装置 在 内 的 机 械 系 
统 . 万 向 支架 是 一 种 传统 的 支承 装置 , 由 两 个 环 构成 , 即 外 环 和 内 环 ”. 外 环 安装 在 
统称 为 载体 的 船舶 或 飞机 上 , 可 绕 外 环 轴 相 对 载体 转动 ; 内 环 安装 在 外 环 上 , 可 绕 与 
外 环 轴 垂 直 的 内 环 轴 相 对 外 环 转动 ; 被 支承 刚体 安装 在 内 环 上 , 可 绕 与 内 环 轴 垂 直 
的 旋转 轴 相 对 内 环 转动 . 外 环 轴 、 内 环 轴 与 被 支承 刚体 的 旋转 轴 汇 交 于 一 点 O, 称 
为 万 向 支架 的 支承 中 心 或 简称 为 支点 , 它 是 被 支承 刚体 相对 载体 的 唯一 固定 点 . 外 
环 、 内 环 和 被 支承 刚体 相对 载体 分 别 具 有 一 个 、 两 个 和 三 个 转动 自由 度 ( 见 图 1.5). 
设 起 始 时 固 结 于 被 支承 刚体 的 坐标 系 恰 与 外 环 轴 、 内 环 轴 与 刚体 旋转 轴 相互 正 交 
时 组 成 的 直角 坐标 系 重 合 , 则 刚体 绕 O 点 的 任意 转动 可 分 解 为 依次 绕 外 环 轴 、 内 
环 轴 和 刚体 旋转 轴 的 一 系列 转动 的 合成 . 当 刚体 严格 按 上 述 次 序 转动 时 , 外 环 、 内 
环 和 被 支承 刚体 即 成 为 物质 化 了 的 中 间 坐 标 系 , 它们 的 转角 即 1.1.4 节 中 定义 的 卡 
尔 丹 角 . 被 支承 刚体 的 有 限 转动 与 转动 顺序 有 关 , 转动 顺序 则 由 万 向 支架 的 结构 完 
全 确定 , 由 于 结构 差异 导致 的 运动 学 误差 称 为 万 向 支架 误差. 

@ 这 种 万 向 支架 在 西方 错误 地 认为 是 16 世纪 意大利 人 卡尔 丹 (G. Cardano) 的 发 明 . 实际 上 万 向 支 


架 的 真正 创造 者 属于 我 国 劳动 人 民 . 西安 出 土 的 唐 代 文物 镁 空 银 蓄 球 中 的 香 孟 就 已 采用 了 精巧 的 万 向 支架 
支承 . 更 早 的 文字 记载 出 自 西汉 刘 歼 《西京 杂记 》， 比 卡尔 丹 提前 了 一 千 多 年 . 
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用 万 向 支架 支承 轴 对 称 刚体 转子 构成 框架 陀螺 仪 ， 上 述 卡尔 丹 角 中 , a, 6 分 别 
为 外 环 和 内 环 转角 , y 为 被 支承 刚体 的 转角 , 如 图 1.4 所 示 . 转子 的 对 称 轴 称 为 极 
$h, 垂直 于 极 轴 的 平面 称 为 赤道 面 . 包含 极 轴 的 坐标 系 称 为 极 轴 坐 标 系 , 它 由 极 轴 
和 赤道 平面 内 任意 选取 的 两 根 坐标 轴 组 成 ， 莱 查 坐标 系 是 一 种 特殊 的 极 轴 坐 标 系 ， 
它 仅 指示 极 轴 的 方位 却 不 参与 转子 的 高 速 旋转 .万 向 支架 陀螺 仪 的 莱 查 坐标 系 即 
内 环 坐 标 系 . 通常 规定 陀螺 仪 的 自由 度数 目 根据 极 轴 的 转动 自由 度 定 义 . 上 述 万 向 
支架 陀螺 仪 称 为 二 自由 度 陀螺 仪 , 如 外 环 与 载体 固定 或 内 环 与 外 环 固定 , 则 失去 一 
个 自由 度 成 为 单 自 由 度 陀螺 仪 ”. 除 陀螺 仪 以 外 , 万 向 支架 也 可 用 来 支承 平台 , 后 者 
并 不 高 速 旋 转 , 只 力求 保持 水 平 . 


图 1.4 万 向 支架 陀螺 仪 


1.4.2 ”平台 的 万 向 支架 误差 


纯粹 由 万 向 支架 的 运动 学 特性 所 引起 的 陀螺 仪 或 平台 的 指示 误差 称 为 万 向 支 

架 误差 . 讨论 用 万 向 支架 支承 的 两 个 稳定 平台 , 台面 的 水 平 位 置 由 控制 系统 所 保证 . 
设 平台 1( 见 图 1.5(a)) 的 外 环 轴 沿 载体 坐标 系 (O — ENC) 的 & 轴 , 外 环 不 偏转 时 内 
环 轴 沿 7 轴 . 平台 2 ( 见 图 1.5(b)) 的 内 、 外 环 位 置 恰好 相反 . 以 (O — ziyszi) (i = 1,2) 
表示 与 二 平台 固 结 的 坐标 系 ，z 轴 (i=1,2) 为 二 台面 的 法 线 轴 ， 无 偏转 时 
(O — zimizi) (i 二 1,2) 与 (O — Ent) 重合 . 设 o, 和 B, 为 平台 1 的 外 环 相对 载体 
和 内 环 相对 外 环 的 转角 , 转动 次 序 为 

a bı 

(O-n) 一 (O-—zoyozo) — (O- zum) 
E, Zo Yoy 


O 陀螺 仪 的 自由 度数 目 通 常 根据 转子 旋转 轴 的 自由 度 定义 ,但 前 苏联 关于 陀螺 仪 的 文献 根据 转子 的 自 
由 度 定义 , 将 前 者 的 单 自由 度 和 二 自由 度 陀螺 改称 二 自由 度 和 三 自由 度 陀螺. 
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(b) 
图 1.5 不 同 万 向 支架 结构 的 稳定 平台 
将 平台 2 的 外 环 相对 载体 和 内 环 相 对 外 环 的 转角 记 作 6; 和 ox. 转动 次 序 为 


Q2 


(0-én) — (0 一 zoyozo) 


一 


(O — z2y222) 


nto Zo: Z2 


分 别 列 出 (O — zuyizi) 相对 (O — EnG) 的 方向 余弦 矩阵 C3 (i = 1,2) 


cosB1 0 sinó, 
C} = sinaısinĝı cosoír — sina cos fı (1.4.1) 
一 cosal sinD sinal cosa; cos fı 
cos, sinaosinD cosaz sin f2 
C3= 0 cos a2 一 sin a2 (1.4.2) 
—sinĝ2 sin az cosB2 cosaso cos2 
如 二 平台 有 相同 的 内 外 环 转角 , $ aa = aga 
az, Bi = ba, 则 对 比 矩 阵 C3 和 C3 的 第 三 列 
可 以 看 出 , z 轴 与 z2 轴 必 不 平行 . 因此 如 平台 
1 AKF, 平台 2 必 不 水 平 而 产生 万 向 支架 误 A 
差 . 反之 , 如 二 平台 均 保 持 水 平 , zi 轴 与 zz 轴 平 
tr, 则 万 向 支架 转角 必 不 相同 , 且 二 台面 之 间 绕 N 


法 线 轴 出 现 相对 转角 而 出 现 另 一 种 误差 . 为 计 
算 (zi, 11) 平面 与 (z2,yz) 平面 之 间 的 相对 转角 
(ALE 1.6), HAR (1.4.1), (1.4.2) 导出 


siny = ~iz - jı = sin a; sin f2 


仅 保留 oz, Ba 的 二 阶 微量 时 , 得 到 


1y= 60 


kay 


图 1.6 平台 的 万 向 支架 误差 


(1.4.3) 


(1.4.4) 
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仅 在 am 或 B 为 零 的 特殊 情况 下 , (O 一 z1y1z1) 与 (O — 229222) 才 完 全 重合 . 当 载 
AFE a, 与 Ba 同时 出 现时 , 二 平台 之 间 即 有 万 向 支架 误差 y 产生 . y E a 
或 pa 更 高 阶 的 微量 , 如 ax = 7°, Ba = 15°, 则 y 约 为 2°. 


1.4.3 ”垂直 陀螺 仪 的 万 向 支架 误差 


在 航海 、 航 空 或 航天 技术 中 , 需要 确定 作为 控制 对 象 的 刚体 相对 某 个 参考 坐标 
ARBA. 此 控制 对 象 如 装 有 陀螺 仪 则 成 为 陀螺 仪 的 载体 . 设 (O — zsyeza) 是 固 结 
于 载体 的 坐标 系 , 其 中 y 为 载体 的 纵 轴 . 参考 坐标 系 (O — EN) 对 不 同 的 控制 对 象 
可 有 不 同 的 选择 . 对 于 在 太空 中 运动 的 航天 器 可 选择 惯性 坐标 系 . 对 于 地 球 表面 附 
近 运动 的 飞机 或 船舶 , 则 必须 选择 由 经 纬 线 和 地 垂 线 组 成 的 地 理 坐 标 系 , 其 严格 定 
义 将 在 第 3 章 中 给 出 . (O — zsys 有 ) 相对 (O — Eng) 的 角度 坐标 Y, 0, y 按 以 下 次 序 
确定 

_ v Y 
(O-én) — (O-zotoz) 一 (O-zun2) 一 (O- =Z) 
Ç, Zo T0, Z1 Yi, Ys 


(O — zsuszs) 相对 (O — EnG) 的 方向 余弦 矩阵 CE 为 


cpey +sysôsy spc? cwsy— susócyY 
cg = | —sucy + cysôsy cc —swsy— cysdcy (1.4.5) 
—cúsy sv SVcY 

如 (O -— Ent) 为 地 理 坐 标 系 ,5 MAER, 对 飞机 或 卫星 而 言 , ,9,7 分 别称 为 偏 

航 角 、 俯 仰角 和 滚动 角 . 对 船舶 而 言 , ,3,7 改称 为 方位 角 、 纵 倾角 和 横 倾角 ( 见 图 
1.7). 

在 载体 上 安装 一 垂直 陀螺 , 其 外 环 轴 沿 z, 轴 , o, 6 分 别 为 外 环 相对 载体 和 内 环 

相对 外 环 的 转角 , 无 偏转 时 转子 极 轴 z 沿 >, 轴 ( 见 图 1.8). 假定 陀螺 仪 的 动力 学 特 


图 1.7 确定 载体 位 置 的 角度 坐标 图 1.8 载体 中 的 垂直 陀螺 
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性 能 保证 极 轴 z 与 地 垂 线 理想 一 致 , 成 为 《 轴 在 载体 中 的 具体 体现 , 则 矩阵 (1.4.5) 
中 第 三 行 元 素 应 一 一 等 于 z 轴 相 对 (O — zayez) 的 方向 余弦 


sin 8, — sinacospB, cosacosp 


导出 
cos J sin y = — sin 8 (1.4.6a) 
sinó = — sina cos 8 (1.4.6b) 
cos V cos y = cos e: cos f (1.4.6c) 


将 式 (1.4.6a) 与 (1.4.6c) 相 除 , 得 到 
tan 8 


tanq=- 7 (1.4.7) 


式 (1.4.6b) 和 (1.4.7) 确定 载体 的 姿态 角 6, y 与 陀螺 的 外 环 和 内 环 转角 a, 8 之 间 的 
关系 . 当 o, p 很 小 , 允许 忽略 其 二 阶 以 上 微量 时 , 此 关系 式 可 简化 为 


9=-a, y=-B (1.4.8) 


在 此 条 件 下 , 可 直接 从 陀螺 的 转角 数据 a 6 读 出 载体 的 姿态 角 和 y. 但 o, 8 较 
大 时 , 近似 式 (1.4.8) 与 (1.4.6b), (1.4.7) 的 差别 增 大 而 产生 万 向 支架 误差 . 当 o, 8 
为 15。 时 , 此 误差 约 为 1°. 误差 的 产生 原因 是 陀螺 仪 的 转动 次 序 与 定义 载体 姿态 角 
的 转动 次 序 不 同 . 如 改变 陀螺 内 、 外 环 轴 的 位 置 ， 
使 与 载体 姿态 角 的 转动 次 序 相同 , 万 向 支架 误差 
即 自然 消失 . 


1.4.4 方位 陀螺 仪 的 万 向 支架 误差 


在 载体 上 安装 一 方位 陀螺 ,外 环 轴 沿 z, SH, 
仍 分 别 以 a, 6 表示 外 环 相对 载体 和 内 环 相对 外 
环 的 转角 , 无 偏转 时 转子 极 轴 z ys 轴 ( 见 图 
1.9). 假定 极 轴 z 与 方位 基准 7 轴 理 想 一 致 , 令 
矩阵 (1.4.5) 中 第 二 行 元 素 一 一 等 于 z 轴 相 对 
(O 一 zeyszs) 的 方向 余弦 


图 1.9 载体 中 的 方位 陀螺 


— sina cos B, cosacosB, sin 8 


导出 


sin 4 cos y — cos Ysin 0 sin y = sin a cos 8 (1.4.9a) 
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Cos) cos Ý = cosa cos 8 (1.4.9b) 
sin ysin y + cos) sin V cos y = — sin 8 (1.4.9c) 


将 式 (1.4.9a) 与 (1.4.9b) 相 除 , 得 到 


jana = SR 9 087 — oe sine sh gsi cesigas 7 (1.4.10) 
载体 的 俯仰 角 3 为 零 时 简化 为 
tana = tan cosy (1.4.11) 
当 滚 动 角 y 极 小 , 其 二 阶 以 上 微量 允许 忽略 时 , 可 进一步 简化 为 
a= (1.4.12) 


可 见 仅 在 上 述 限制 条 件 下 , 才 人 允许 利用 外 环 转角 o 指示 载体 的 航向 角 . y 和 7 较 
大 时 , 近似 式 (1.4.12) 与 (1.4.11) 的 差别 增 大 而 产生 万 向 支架 误差 , 仅 当 y 等 于 0°, 
90°, 180°, 270° 等 特殊 值 时 例外 . 4 y = 45°, y = 15° 时 , 万 向 支架 误差 约 为 1". 误 
差 的 产生 原因 是 陀螺 的 外 环 轴 偏 离 地 垂 线 , 只 有 保证 外 环 轴 的 垂直 性 不 受 载体 的 俯 
仰 或 滚动 影响 , 才 可 能 消除 此 万 向 支架 误差. 

需要 控制 载体 使 其 运动 方向 与 7 轴 一 致 时 , 可 设计 控制 系统 保证 载体 跟随 陀 
螺 外 环 转动 . 在 理想 的 控制 条 件 下 , 令 式 (1.4.10) 中 的 a 为 零 , 导出 


tany =sindtany (1.4.13) 
可 见 只 要 载体 同时 存在 俯仰 角 6 和 滚动 角 y, 必 导致 偏 航 角 % 出 现 , 产生 另 一 种 类 
型 的 万 向 支架 误差 . 
1.4.5 “载体 的 姿态 角 量 测 


将 上 述 垂直 陀螺 和 方位 陀螺 同时 安装 在 载体 内 ， 安 装 方式 与 图 1.8 和 图 1.9 
完全 相同 . 设 a1, PB! 和 os,6> 分 别 为 垂直 陀螺 和 方位 陀螺 的 外 环 和 内 环 转角 , =Ç 
(1.4.6b), (1.4.7), (1.4.9b) 给 出 


sin = — sin a; cos ñ (1.4.14a) 
tany = — seca; tan fı (1.4.14b) 
cos tb cos Ý = cos az cos Pa (1.4.14c) 


从 式 (1.4.14a), (1.4.14c) 中 消去 v, 得 到 
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NE (1.4.15) 
V1 — sin? o) cos? 8, 
利用 公式 (1.4.14a), (1.4.14b), (1.4.15), 可 从 两 只 陀螺 的 转角 数据 a1, Bl 和 ox, B: 完 
全 确定 载体 的 姿态 角 0.0, 7. 由 于 转角 数据 超过 未 知 变量 数目 , 此 姿态 角 计 算 公式 
并 非 唯一 的 形式 . 


1.5” 非 完整 约束 问题 


1.5.1 ” 非 完整 约束 条 件 


刚体 的 无 限 小 转动 与 有 限 转动 具有 完全 不 同 的 性 质 , 前 者 满足 矢量 运算 规则 而 
后 者 与 转动 次 序 有 关 . 因此 如 利用 刚体 的 瞬时 角速度 做 积分 运算 以 推测 刚体 的 有 
限 转动 , 必 有 运动 学 误差 产生 . 由 于 瞬时 角速度 公式 (1.2.10) 或 (1.2.12) 中 包含 角 
度 坐 标 对 时 间 的 微分 , 如 角速度 投影 wz, ww, ws 为 时 间 的 已 知 函 数 , 则 (1.2.10) 或 
(1.2.12) 可 看 作 是 对 广义 坐标 o, B,7 或 Y,d, 2 的 非 完整 约 束 . 伊 式 林 斯 基 等 最 先 
注意 到 与 上 述 非 完 整 约束 相 联系 的 运动 学 问题 . 


1.5.2 ” 锥 运动 误差 公式 


设 参考 坐标 系 (O — Em) 为 惯性 坐标 系 , R (1.2.10) 给 出 以 欧 拉 角 表示 的 角 速 
度 公式 , 其 沿 极 轴 的 投影 为 
wz = ó + Ë cos (1.5.1) 
其 中 wa ó, pcos 各 项 分 别 为 刚体 绕 z 轴 的 绝对 角速度 、 相 对 动 坐标 系 (O 一 
ayz) 的 相对 角速度 以 及 (O — z1y1z1) 的 牵连 角速度 . 式 (1.5.1) 表示 刚体 的 绝对 
角速度 为 相对 角速度 与 牵连 角速度 之 和 . 利用 第 4 章 中 将 要 详细 讨论 的 速率 陀螺 
仪 可 以 量 测 到 载体 的 绝对 角速度 信息 w 对 wz 作 积分 运算 , 得 到 的 角度 值 以 yp 
表示 


g= [ wzdt (1.5.2) 
0 
将 式 (1.5.1) 各 项 乘 以 dt, 利用 式 (1.5.2) 将 wzdt 以 dp' RE, 得 到 
dy’ = dy + cos dy (1.5.3) 


以 刚体 中 任意 点 O 为 中 心 , 作 半径 为 1 的 单位 球面 . 设 z 轴 在 单位 球面 上 的 
迹 点 P 沿 任意 不 包含 轴 在 内 的 封闭 路 径 L 逆 时 针 环行 一 周 后 回 到 原 处 ( 见 图 
1.10). 计算 式 (1.5.3) 沿 回路 L 的 积分 , 得 到 


Ay' = Ap + $ cos dy (1.5.4) 
L 
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C, 
` 


图 1.10 ”陀螺 极 轴 的 锥 运动 


Ay 和 Ag 为 z 轴 完 成 锥 运动 后 p 和 w 的 增 量 . 由 于 (O — zoy2z2) 随 锥 运动 的 结 
束 而 回 到 初始 位 置 , Ap 也 等 于 刚体 在 锥 运动 过 程 中 实际 转 过 的 角度 , 但 并 不 等 于 
根据 角速度 w 积分 算出 的 转角 Aw'. 利用 式 (1.5.4) 计算 此 量 测 误差 ó, 称 为 锥 运 
动 误差 , 它 等 于 以 cosy 为 被 积 函数 的 曲线 积分 


As Age -$ cosvav (1.5.5) 
利用 格林 定理 将 对 回路 L 的 曲线 积分 化 为 对 工 所 包围 域 S 的 曲面 积分 
$, (Pdz + Qdy) = Í, (2 _ T )azay (1.5.6) 
&zr=%9, y=4, P=0, Q = cosó, 导出 
-$ cos ód = 于 sawaoay (1.5.7) 


上 式 右边 的 积分 恰好 等 于 回路 L 包围 的 曲面 面积 S. 锥 运动 误差 可 用 此 面积 表示 
为 
=s (1.5.8) 
如 P 点 沿 单位 球面 上 任意 不 封闭 路 径 工 运动 ( 见 图 1.11), 将 工 与 起 点 P 处 
和 终点 P 处 的 子午 线 Lo 和 L, 以 及 围绕 ¿ 轴 的 无 限 小 半径 的 圆 弧 L, 组 成 封闭 
回路 , 令 5 为 此 封闭 回路 包围 的 曲面 面积 . 将 式 (1.5.6) FRI L A L+ Li + L+ Lo 
代替 ,并 考虑 到 Lo 和 L, 上 dy 为 零 , [2 上 ó 为 零 , 设 yovi DWA Po M P, 处 
的 少 值 , 得 到 
-[ cos di + (h — Yo = Í, sin dydy (1.5.9) 
H Ay = hi — po A Po #ü P, 2 IB)BJ33 48 31k, 得 到 沿 不 封闭 路 径 运动 的 锥 运动 
误差 公式 
=S- A} (1.5.10) 
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图 1.11 极 轴 沿 不 封闭 路 径 的 运动 


考虑 到 P. 和 P, 处 的 子午 线 与 赤道 所 包围 的 球面 三 角形 ABC 的 面积 恰好 等 于 
Ay, 上 式 可 改写 为 
65= -8/ (1.5.11) 


S 为 球面 三 角形 ABC RE S 后 的 剩余 面积 . 
P 点 沿 包围 ¢ 轴 的 封闭 路 径 工 环行 一 周 回 到 原 处 可 视 为 A% = 2x 的 特殊 情 
形 ( 见 图 1.12). 直接 从 式 (1.5.10) 导出 


6=5—2n (1.5.12) 


图 1.12 极 轴 沿 封闭 路 径 的 运动 


A (1.5.12) 不 同 于 (1.5.8) 的 原因 是 : P 点 围绕 5 轴 环 行 一 周 时 , (O — zayaza) 坐 
标 系 亦 绕 Ç 轴 旋 转 一 周 才 回 到 原来 位 置 , 因此 Ay 的 积分 式 中 产生 br H. zÑ 
(1.5.12) 也 可 由 式 (1.5.11) 表示 , 5' 定义 为 半球 面积 减 去 S 后 的 剩余 面积 . 


1.5.3 ”平台 的 锥 运动 误差 
以 装 在 载体 内 的 平台 为 例 . 设 z 轴 沿 台面 的 法 线 , 控制 系统 保证 平台 水 平 且 绕 


.26 . 陀螺 力学 (第 二 版 ) 


z 轴 的 绝对 角速度 分 量 为 零 

ws=0 (1.5.13) 
即使 载体 相对 地 球 静 止 , 地 球 自转 也 会 带动 z 轴 绕 与 地 球 自转 轴 平 行 的 4 轴 做 锥 
运动 . 尽管 利用 角速度 积分 算出 的 转角 A 为 零 , 平台 仍 可 能 产生 绕 z 轴 的 转动 . 
利用 公式 (1.5.12) 可 计算 每 昼夜 平台 相对 地 球 的 转角 


Apg=5—2r (1.5.14) 


在 赤道 处 S = 2x, Ay = 0, 平台 无 转动 . 在 纬度 30° 处 S = x, Ay = —x, FERF 
台 顺 时 针 转 动 180°. 在 两 极 处 S = 0, Ay = —2x, 转动 角度 为 360°. 


1.5.4 ”载体 角 振动 引起 的 陀螺 漂移 


关于 非 完整 约束 问题 的 分 析 结 果 还 可 用 来 估计 载体 角 振 动 所 引起 的 陀螺 仪 运 
动 学 误差 . 设 载体 上 装 有 速率 陀螺 , 用 于 量 测 载体 绕 z 轴 的 绝对 角速度 并 积分 计算 
其 转角 . 载体 的 振动 只 要 不 改变 z 轴 的 方位 , 就 不 会 对 量 测 结果 产生 影响 . 如 载体 
的 振动 使 z 轴 做 锥 运动 , 则 每 振动 一 次 陀螺 都 会 产生 如 式 (1.5.8) 所 示 的 锥 运动 误 
差 . 此 误差 逐次 积累 使 量 测 结果 偏离 实际 值 的 现象 称 为 陀螺 的 漂移 . W f,T 为 载 
体 的 振动 频率 和 周期 , 单位 时 间 内 增加 的 误差 角 称 为 陀螺 的 漂移 率 , 以 wa 表示 , F 
出 

wa = ž =fS (1.5.15) 


其 中 5 为 载体 角 振动 时 z 轴 在 单位 球面 上 的 迹 点 所 围 的 面积 . 
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本 章 叙 述 刚体 动力 学 的 基础 知识 ， 包括 刚体 的 质量 几何 , 刚体 的 动量 矩 和 动量 
ERA. 1758 年 欧 拉 将 秋 量 形式 的 动量 矩 定理 向 刚体 的 主机 坐标 系 投影 ， 建立 了 
描述 刚体 定点 运动 的 微分 方程 , 黄 定 了 刚体 动力 学 的 基础 , 对 刚体 在 重力 场 中 的 欧 
拉 方 程 求解 问题 曾 是 经 典 力学 的 重要 课题 . 欧 拉 , HRA HRALI REGE 
仅 有 的 三 种 情况 的 解析 积分 . 其 中 的 欧 拉 情形 和 拉 格 朗 日 情形 成 为 自由 陀螺 和 陀 
螺 摆 的 理论 基础 . 本 章 倒 述 这 两 种 情形 的 积分 过 程 以 及 所 展现 出 的 物理 现象 . 着 重 
讨论 两 种 特殊 的 稳 态 运动 , 即 永 久 转 动 和 规则 进 动 . 所 谓 永 久 转 动 是 指 轴 对 称 刚体 
# 3 45 kika, 且 转 动 轴 在 惯性 空间 中 保持 方位 不 变 的 运动 . 这 种 运动 也 是 无 修 
正 的 自由 陀螺 仪 的 实际 工作 状态 .规则 进 动 表现 为 轴 对 称 刚体 在 绕 极 轴 自 旋 的 同 
时 , 极 轴 绕 某 确定 轴 所 做 的 国 锥 运动 . 欧 拉 情形 刚体 由 惯性 维持 的 围绕 动量 矩 矢量 
的 规则 进 动 称 为 自由 规则 进 动 . 这 种 高 频 微 辐 的 规则 进 动 在 陀螺 力学 中 被 习惯 地 称 
为 章 动 , 是 绕 极 轴 的 稳定 自 旋 运动 受 扰 后 的 普遍 运动 形态 . 拉 格 朗 日 情形 刚体 在 重 
力矩 推动 下 国 绕 地 盘 线 的 缓慢 进 动 称 为 受 迫 规则 进 动 . 对 欧 拉 情 形 和 拉 格 朗 日 情形 
刚体 永久 转动 稳定 性 的 讨论 和 结论 是 分 析 各 类 陀螺 仪 稳定 性 的 理论 基础 . 


2.1 刚体 的 质量 几何 


2.1.1 ”惯性 矩 和 惯性 积 
过 刚体 内 确定 点 O 作 任 意 轴 p, 其 基 矢 量 为 p. 设 刚体 内 任意 点 P 处 的 微 元 
质量 为 dm, P 点 至 p 轴 的 距离 为 p, 定义 刚体 相对 p 轴 的 惯性 矩 Jor 


Jy= Jam (2.1.1) 
p 


积分 域 为 整个 刚体 . 以 O 为 原点 , 建立 与 刚体 固 结 Š 
的 坐标 系 (O - zyz)( 见 图 2.1). WEKE p 相对 DA 
(O — zyz) 的 方向 余弦 为 wp， P 点 在 (O — zyz) 2 
HRR zy, z, WIERE p 及 P 点 相对 O 点 的 | O 
RE r 的 投影 式 为 : 

p=oí+Bj+3k, r=zi+yj+zk (212) 图 21 刚体 的 连 体 坐 标 系 
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将 积分 式 (2.1.1) 中 的 被 积 函数 用 矢量 r, p 表示 为 


P = r2 — (r. p)? = z2 +y? + 22 — (ze + yb + zy)? (2.1.3) 
代入 式 (2.1.1), 整理 后 得 到 刚体 对 p 轴 的 惯性 矩 计算 公式 
Jpp = Jeaa2 + Jy B? + J,,r? — 2J,;By 一 2JzzT7a — 2J; oB (2.1.4) 
其 中 的 系数 定义 为 


J = | (+ 2)dm, J, = [yeam 
p | (#-+z2)dm, Jj = | :an (2.1.5) 
J. = | (£? +i)dm, Jey = [vam 


Jaar Jyy, Jaz 称 为 刚体 相对 z,y,z 各 轴 的 惯性 矩 ， 力 =, Jez Jey 称 为 刚体 的 惯性 积 . 
将 惯性 矩 和 惯性 积 排列 成 三 维 对 称 方 阵 JO, 称 为 刚体 对 O 点 的 惯性 矩阵 


Jaz 一 Jo -Jz 

JO <] -Ja Jy -Jy (2.1.6) 
-Jz —J Je 

对 于 刚体 中 确定 的 O 点 和 (O — zyz) 坐标 系 , 有 确定 的 惯性 矩阵 与 之 对 应 . 刚体 对 

任意 p 轴 的 惯性 矩 可 根据 p 轴 的 方向 余弦 由 式 (2.1.4) 算出 . 


2.1.2 ”惯性 椭 球 与 惯性 主轴 


惯性 矩阵 是 表征 刚体 相对 某 个 点 的 质量 分 布 状况 的 物理 量 ， 为 了 直观 地 表达 
质量 分 布 状况 , 在 过 O 点 的 任意 轴 p 上 选取 P 点 , 令 P # O 点 的 距离 R 与 刚体 
对 p 轴 的 惯性 矩 Jzp 的 平方 根 成 反比 


大 


R= Ts (2.1.7) 
其 中 为 任意 选 定 的 比例 系数 . P 点 在 (O — zyz) 中 的 坐标 为 
z=Ra, y= RB, z= Ry (2.1.8) 


改变 p 轴 的 方位 , 则 Jp 及 RR 随 之 改变 , P 点 在 空间 中 的 轨迹 形成 封闭 曲面 . 将 式 
(2.1.4) 各 项 乘 以 R2, 将 式 (2.1.8) RA, 得 到 P 点 的 轨迹 方程 


Jaaz2 + Jy + Jazz? 一 DysYyz — 2J;;zz 一 2Joyry = k? (2.1.9) 
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即 以 O 为 中 心 的 椭 球 面 方程 . 所 包围 的 椭 球 称 为 刚体 相对 O 点 的 惯性 椭 球 , 它 形 
象 化 地 表示 出 刚体 对 过 O 点 的 所 有 轴 的 惯性 矩 分 布 状 况 ( 见 图 2.2). 


图 2.2 ”刚体 的 惯性 椭 球 


刚体 中 每 个 确定 的 O 点 对 应 于 确定 的 惯性 椭 球 . 转动 (O — ryz) 坐标 系 则 方 
程 (2.1.9) 的 系数 改变 , 但 所 表示 的 椭 球 不 变 . (O - zyz) 各 轴 与 椭 球 的 3 根 主轴 重 
合 时 , 椭 球 方程 具有 最 简单 的 形式 


Jaat? + Jyyy? + J, 22 = k2 (2.1.10) 


此 特殊 位 置 的 坐标 轴 称 为 刚体 的 惯性 主轴 , 坐标 系 称 为 主轴 坐标 系 . 主轴 坐标 系 的 
惯性 积 为 零 , 所 对 应 的 惯性 矩 称 为 主 惯性 矩 . 刚体 对 不 同 的 O 点 有 不 同 的 惯性 椭 球 
和 惯性 主轴 . 如 O 点 为 刚体 的 质心 , 则 称 为 中 心 惯性 椭 球 、 中 心 惯性 主轴 和 中 心 主 
惯性 矩 . 

刚体 的 质量 轴 对 称 分 布 时 , 其 中 心 惯性 椭 球 为 旋转 椭 球 , 对 称 轴 上 各 点 均 为 惯 
性 主轴 , 称 为 极 轴 .过 极 轴 上 任意 点 与 极 轴 垂 直 的 赤道 面 内 的 任意 轴 称 为 赤道 轴 ， 
均 为 该 点 的 惯性 主轴 . 刚体 对 极 轴 和 赤道 轴 的 惯性 矩 
称 为 极 惯性 矩 和 赤道 惯性 矩 . 面 对 称 刚体 的 对 称 面 上 
各 点 的 法 线 均 为 该 点 的 惯性 主轴 . 刚体 的 质量 球 对 称 
分 布 时 , 中 心 惯性 椭 球 为 圆 球 , 任意 轴 均 为 惯性 主轴 . 
2.1.3 平行 轴 定 理 

设 O 点 与 刚体 的 质心 O. 重合 , 过 (O — zy) 坐标 
面 内 与 O 点 距离 为 d 的 O' 点 作 与 z 轴 平 行 的 x 轴 
(图 2.3). 设 O” 点 在 (O — zy) 中 的 坐标 为 a,b, 则 刚体 
相对 z 轴 的 惯性 矩 为 图 2.3， 平 行 的 连 体 坐标 系 


Jiz - [le 一 ao)2 十 (u -bam (2.1.11) 
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展开 上 式 , 令 Jam En | zdm = fuam = 0, m 为 刚体 的 质量 , 得 到 


Jiz = J + md (2.1.12) 
与 此 类 似 , 计算 刚体 对 z 轴 和 y 轴 的 惯性 积 , 得 到 
z, = | (=-= a) w- Dam = Jey + mab (2113) 


式 (2.1.12), (2.1.13) 表明 , 刚体 对 任意 轴 的 惯性 矩 或 惯性 积 等 于 过 质心 的 平行 轴 的 
惯性 矩 或 惯性 积 与 质量 全 部 集中 于 质心 的 质点 对 该 轴 的 惯性 矩 或 惯性 积 之 和 . 还 可 
推断 , 与 刚体 的 中 心 主轴 坐标 系 平行 的 坐标 系 不 一 定 是 主轴 坐标 系 , 只 有 当 原点 处 
于 任 一 中 心 惯 性 主轴 上 时 才 是 刚体 的 主轴 坐标 系 . 


22 ”动量 矩 定理 


2.2.1 ”刚体 的 动量 矩 与 动能 


设 刚 体 绕 固 定点 O 转动 , 瞬时 角速度 矢量 为 w, 刚体 内 任意 点 P 相对 O 点 的 
REA r, 转动 引起 P 点 的 速度 o 为 


v=7=wxr (2.2.1) 
刚体 相对 O 点 的 动量 矩 H 定义 为 ( 见 图 2.4) 

H= f x tdm (2.2.2) 
将 式 (2.2.1) 代入 (2.2.2), 化 作 


H=|r x (w x r)dm = J [w — (r - 2) r]dm 


图 2.4 刚体 的 动量 矩 
=| ez = rr)dm -w (2.2.3) 
其 中 至 为 单位 并 矢 . 引入 刚体 对 O 点 的 惯性 张 量 , 定义 为 
J= jee — rr)dm (2.2.4) 
则 刚体 对 O 点 的 动量 矩 H 等 于 惯性 张 量 J 与 角速度 w 的 点 积 
H=J:w (2.2.5) 


惯性 张 量 J 在 (O — zyz) 中 的 投影 矩阵 即 式 (2.1.6) 定义 的 惯性 矩阵 JO. 
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主轴 坐标 系 也 可 通过 惯性 张 量 J 的 坐标 变换 导出 . 以 下 标 s,r 表示 过 O 点 的 
不 同 坐 标 系 , Cr 为 二 坐标 系 之 间 的 方向 余弦 矩阵 , 利用 附录 一 中 关于 并 矢 的 变换 
公式 (A.1.43) 得 到 


JO = CrJt)cs (2.2.6) 
线性 代数 中 证 明 , 实 对 称 矩阵 必 可 由 相似 正 交 变换 转化 为 对 角 阵 
J® = diag(Jzz Jyy J) (2.2.7) 
其 对 角 线 元 素 分 别 等 于 实 对 称 矩 阵 的 3 个 实 特征 值 , 即 3 个 主 惯性 矩 . 所 对 应 的 3 
个 特征 矢量 则 确定 惯量 主轴 在 刚体 内 的 位 置 . 
对 于 确定 的 坐标 系 (O — zyz), 设 刚体 角速度 w 的 坐标 列 阵 为 wO 
WO = (ws wy wz)" (2.2.8) 
则 动量 矩 公式 (2.2.5) 的 坐标 矩阵 形式 为 
HO = JOO (2.2.9) 


将 式 (2.1.6) 和 (2.2.8) 代入 式 (2.2.9), 导出 
Jzzrwz 一 Jrywy — Jzzwz 
HO = | —Jzyws + Jyywy 一 zwz (2.2.10) 
一 Jzzwz — JyzwWy + Jzzwz 


如 (O — zyz) 为 刚体 的 主轴 坐标 系 , 则 惯性 积 为 零 . 将 主 惯 性 矩 Jer Jyy Jzz 改 以 
A, B,C 表示 , 简化 为 
H® = (Aws Boy Cuwz)T (2.2.11) 


利用 式 (2.2.1) 计算 作 定 点 转动 刚体 的 动能 , 导出 
T=} [= sam = ife x r) - (w x r)dm 
= jw . | (r2E —rr)dm - w = še -H (2.2.12) 


将 其 中 的 矢量 运算 用 (O — zyz) 中 的 坐标 列 阵 实现 , 且 将 式 (2.2.8), (2.2.10) RA, 
得 到 


T= 了 or HO 


1 
= gws + Ty 十 Jazw2 — 2Juzwvwz — 2Jzzwzwa 一 2Jzywzwy) (2.2.13) 
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如 (O — zyz) 为 主轴 坐标 系 , 简化 为 
T = Z (Au? + Bu + CoD) (22.14) 


T 为 常数 时 , R (2.2.13) 表明 在 动能 守恒 条 件 下 瞬时 角速度 o 的 矢量 端点 轨迹 为 
椭 球 , 称 为 能 量 椭 球 . 将 式 (2.2.13) 与 式 (2.1.9) 比较 , 可 看 出 动能 椭 球 与 k = 27 
时 的 惯性 椭 球 完全 相同 . 
2.2.2 ” 平 动 坐标 系 中 的 动量 矩 定理 
设 Oo 为 惯性 空间 中 的 固定 点 , O 为 任意 动 点 , O 点 相对 Oo 点 的 矢 径 为 R, 刚 
体内 P 点 相对 Oo 点 和 O 点 的 矢 径 分 别 为 + 和 p ( 见 图 2.5), 


P ” 则 有 
b r=R+p (2.2.15) 
7 P 点 处 的 微 元 质量 dm 在 内 力 aF, 和 外 力 dF, 作用 下 的 运 
z 动 服从 牛顿 定律 
dmp = dF; + dF, (2.2.16) 


Oy 
图 2.5 PARNO 利用 上 式 各 项 与 p 的 矢 积 计算 对 O 点 的 矩 , 并 对 全 部 刚体 
点 和 O 点 的 矢 径 ”积分 . 考虑 内 力 的 积分 抵消 为 零 , 设 外 力 对 O 点 的 合力 矩 为 
M, 刚体 的 质心 O. 相对 O 点 的 矢 径 为 po O 点 的 加 速度 R 


WE a, 即 
far, =0, far, =M, foam =mp, R=a (2.2.17) 
导出 
xzam=M-mxma (2.2.18) 
以 O 为 原点 建立 在 惯性 空间 中 的 平 动 坐标 系 (O — Ent). 按照 式 (2.2.2) 的 定义 , 刚 
体 在 平 动 坐标 系 中 对 O ARDERE H 为 
H= 222 (2.2.19) 
将 其 对 t RẸ, 将 式 (2.2.18) RA, 得 到 
ca u | pxpdm = M + Ma (2.2.20) 


其 中 M. 为 刚体 由 于 坐标 系 平 动 引起 的 牵连 惯性 力 对 O 点 的 矩 


M, = 一 pe x ma (2.2.21) 
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R (2.2.20) 为 刚体 在 平 动 坐标 系 内 的 动量 矩 定理 . 可 叙述 为 : 刚体 在 平 动 坐标 系 内 
对 任意 点 O 的 动量 矩 变 化 率 等 于 外 力 和 惯性 力 对 O 点 的 合力 矩 . 

对 以 下 两 种 特殊 情形 : 

1) O 点 在 惯性 空间 中 固定 或 做 匀速 直线 运动 (a = 0) 

2) O 点 与 质心 O. 重合 (pe = 0) R O 点 的 加 速度 矢量 指向 质心 (cc x a = 0) 
式 (2.2.20) 简化 为 刚体 相对 定点 或 相对 质心 的 动量 矩 定理 

dt 

叙述 为 : 刚体 对 固定 点 O 或 对 质心 O. 的 动量 矩 变化 率 等 于 外 力 对 O 点 或 O. 
点 的 力矩 . 车 将 力矩 M 理解 为 实际 外 力矩 与 惯性 力矩 之 和 , 则 更 广泛 意义 下 的 动 
量 矩 定理 (2.2.20) 也 可 表示 为 (2.2.22) 的 统一 形式 . 


2.2.3 ”转动 坐标 系 中 的 动量 矩 定理 


以 固定 点 O 为 原点 建立 惯性 坐标 系 (O — EN), 以 及 相对 (O — £n¿) 转动 的 动 
坐标 系 (O — zyz). 将 式 (2.2.21) 的 微分 过 程 改 在 (O — zyz) 内 进行 , 改 为 


=M (2.2.22) 


s= +wxH=M (2.2.23) 


其 中 带 波浪 号 的 微分 符号 表示 相对 转动 坐标 系 (O — zyz) 的 局 部 导数 , o, 为 (O — 
zyz) 的 瞬时 角速度 . 对 于 转动 坐标 系 内 的 观测 者 , 动量 矩 的 变化 率 4 五 /dt 不 等 于 
外 力矩 M, 表明 惯性 坐标 系 内 的 动量 矩 定 理 不 适用 于 转动 坐标 系 . 若 将 式 (2.2.23) 
的 第 二 项 移 到 等 式 的 右边 , 引入 力矩 符号 Ms, 定义 为 


M; = —o x H (2.2.24) 


则 式 (2.2.23) 可 写作 K 

= =M+M; (2.2.25) 
M, 称 为 陀螺 力矩 , 是 由 于 坐标 系 转动 所 引起 刚体 质点 的 哥 氏 惯性 力 对 O 点 的 合 
力矩. 式 (2.2.25) 表明 , 只 要 在 力矩 项 中 增加 陀螺 力矩, 转动 坐标 系 内 的 动量 矩 定理 
在 形式 上 即 与 惯性 坐标 系 内 的 动量 矩 定理 (2.2.22) 一 致 . 若 (O — Eng) 为 平 动 坐标 
£, 则 动量 矩 定理 的 更 普遍 形式 为 


—=M+M,+M, (2.2.26 
g 


BORA: 对 于 动 坐标 系 内 的 观测 者 , 动量 矩 的 变化 是 由 于 外 力矩 ,以 及 参考 坐标 系 
的 平 动 和 转动 引起 的 牵连 惯性 力矩 和 陀螺 力矩 共同 作用 的 结果 . 
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2.2.4 ”陀螺 特性 
设 动量 矩 矢量 H 相对 转动 坐标 系 (O — zyz) 的 方向 和 模 均 保持 不 变 , 对 于 此 
特殊 情形 , 方程 (2.2.23) 中 的 第 一 项 等 于 零 , 简化 为 


ca =w x H= M (2.2.27) 
或 直观 地 理解 为 外 力矩 与 陀螺 力矩 的 平衡 
M+M,=0 (2.2.28) 


轴 对 称 刚体 绕 极 轴 高 速 旋转 , 且 旋 转轴 在 惯性 空间 中 可 改变 方位 时 所 表现 出 的 
特殊 力学 现象 称 为 陀螺 特性 . 将 刚体 的 极 轴 选 为 转动 坐标 系 (O 一 zyz) 的 z 轴 . 忽 
略 旋转 轴 缓 慢 旋转 的 影响 , 高 速 旋 转 刚体 的 动量 矩 矢量 H 与 z 轴 保 持 重合 , 转速 
恒定 时 H 的 模 亦 保持 不 变 . 则 方程 (2.2.27) 完全 确定 动量 矩 矢量 H 在 惯性 空间 
中 的 转动 规律 . 对 于 刚体 上 无 力矩 作用 的 特殊 情形 , 令 M AF, 得 到 


wxH=0 (2.2.29) 


表明 无 力矩 作用 时 , 与 H 矢量 一 致 的 刚体 极 轴 在 惯性 空间 中 维持 起 始 方位 不 变 ， 
称 为 陀螺 的 定 轴 性 . 绕 极 轴 自 转 的 地 球 是 定 轴 性 的 具体 体现 . 

有 力矩 存在 时 , 式 (2.2.27) BRAWE H 改变 方位 , 其 矢量 端点 速度 等 于 力矩 
矢量 M. 绕 极 轴 快 速 旋转 的 刚体 在 持续 力矩 作用 下 , 极 轴 随 同 五 矢量 在 惯性 空间 
中 的 偏转 现象 称 为 陀螺 的 进 动 性 (图 2.6). 偏转 角速度 w 称 为 进 动 角速度 , 其 大 小 
与 力矩 模 成 正比 , 与 动量 矩 模 成 反比 . 刚体 的 动量 矩 足够 大 时 , 短暂 的 扰动 力矩 不 
可 能 使 极 轴 产生 明显 的 位 置 变 化 , 显示 出 高 速 旋转 刚体 对 抗 冲击 干扰 的 稳定 性 . 这 
种 稳定 性 也 表现 于 对 高 频 周 期 变化 扰动 作用 的 抵抗 , 后 者 可 视 为 一 系列 交 变 的 力矩 
冲 量 . 


— 


9 
图 2.6 刚体 的 进 动 
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2.2.5 kih 
以 (O — zyz) 为 参考 坐标 系列 写 动量 矩 定理 (2.2.23) 的 投影 式 
HO+ oW HO = MO (2.2.30) 


一 般 情 况 下 参考 坐标 系 (O — zyz) 与 刚体 不 固定 . 令 


H; 0 Wis (ly Mz 
HO” = H; |> oY =| ow 0 -wz |> MO) = My 
H, -wiy Wir 0 M: 


(2.2.31) 
代入 方程 (2.2.30), 得 到 
H, +H, — wizHy = M; (2.2.32a) 
Hy + oH; — wia H, = My (2.2.32b) 
H, + wizHy — wiyHs = M; (2.2.32c) 


此 标量 方程 组 即 刚体 定点 运动 的 动力 学 方程 , 称 为 欧 拉 方程 . 如 将 固 结 于 刚体 
的 主轴 坐标 系 (O zyz) 取 为 参考 坐标 系 , 则 坐标 系 的 角速度 即 刚体 的 角速度 . < 
wi =w, H® 以 式 (2.2.11) RA, 方程 组 (2.2.32) 化 作 


Aùz + (C — B)wywz = Mz (2.2.33a) 
Boy + (A — OC)wwz = My (2.2.33b) 
Cü, + (B — A)ustuy = Mz (2.2.33c) 


给 定 力矩 的 变化 规律 , 可 对 欧 拉 方程 求解 , 确定 刚体 绕 定点 的 运动 规律 . 对 于 绕 动 
点 转动 的 刚体 , 力矩 项 中 还 应 增加 由 于 动 点 O 的 加 速度 所 引起 的 牵连 惯性 力 短 . 

对 于 轴 对 称 刚体 的 特殊 情形 , 设 z 轴 为 极 轴 , 则 4 = B. 选择 1.1.3 节 中 定义 的 
莱 查 坐标 系 (O 一 z1vy1z1) 作为 参考 坐标 系 , 其 中 z 轴 与 极 轴 z 重合 . (O — ziyiz1) 
也 是 轴 对 称 刚体 的 主轴 坐标 系 , 但 不 固 结 于 刚体 , 不 参与 刚体 绕 极 轴 的 快速 旋转 . 
(O — ziyi) 的 角速度 wl 有 与 刚体 角速度 w 相同 的 z 轴 和 y 轴 分 量 ws, wy, 但 
有 不 同 的 极 轴 分 量 wi:. 方程 组 (2.2.32) 化 作 


Aà, + (Cu, — Auns)oy = Ms (2.2.34a) 
Aùy + (Ao); — Cwz)wz = My (2.2.34b) 


Cos=M (2.2.34c) 
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此 方程 组 更 适合 分 析 轴 对 称 刚体 的 运动 . 
上 述 欧 拉 方 程 (2.2.32), (2.2.33) 或 (2.2.34) 也 适用 于 刚体 相对 质心 的 转动 . 只 
须 将 其 中 惯性 矩 和 力矩 的 矩 心 O 改 为 刚体 的 质心 Os- 


23 ” 欧 拉 情 形 刚体 定点 运动 


2.3.1 ”动力 学 方程 的 初 积分 


无 力矩 状态 下 刚体 的 惯性 运动 是 刚体 定点 转动 的 最 简单 情形 , 在 经 典 刚体 动力 
学 中 称 为 欧 拉 情形 刚体 定点 运动 . 无 力矩 作用 时 , 欧 拉 方 程 (2.2.33) 简化 为 


Ao, + (C — B)wywz = 0 (2.3.1a) 

Boy + (A — C)wzws = 0 (2.3.1b) 

Co, + (B — A)wzwy = 0 (2.3.1c) 
令 各 式 分 别 乘 以 ws, wy, wz 后 相 加 , 导出 系统 的 能 量 积分 

Aw? + Bw? + Cw? = 2T (2.3.2) 


其 物理 意义 为 机 械 能 守恒 , 积分 常数 T 为 刚体 的 动能 . 在 3.4.2 节 中 还 将 从 分 析 力 
学 观点 解释 能 量 积分 的 更 普遍 意义 . 

再 令 (2.3.1) RAIRA Aws, Bwy, Cw: 后 相 加 , 导出 另 一 初 积分 , 即 动量 
矩 积分 

Aw? + B2w2 + C2w? = H? (2.3.3) 

其 物理 意义 为 动量 矩 守 恒 ， 积 分 常数 H 为 刚体 的 动量 矩 模 ， 直 接 从 动量 矩 定理 
(2.2.21) 出 发 , 由 于 M = 0 时 H 为 常 矢量 , 则 初 积分 (2.3.3) 是 动量 矩 守 便 的 必然 
结果 . 以 上 导出 的 两 个 初 积 分 (2.3.2) 和 (2.3.3) 在 (wz, wy w) 三 维 空间 中 确定 两 个 
椭 球 面 , 其 交 线 为 刚体 角速度 w 的 矢量 端点 轨迹 . 
2.3.2 ” 潘 索 的 几何 解释 


1834 年 潘 索 (L. Poinsot) 对 欧 拉 情形 刚体 定点 运动 作出 直观 的 几何 解释 . W 
P 为 刚体 瞬时 角速度 w 的 矢量 端点 , 其 相对 主轴 坐标 系 (O - zyz) 的 坐标 为 


T=Wz, Y= Wy Z= (2.3.4) 
将 上 式 代 入 后 , 初 积分 (2.3.2), (2.3.3) 写作 


AT? + By? +02? = 27 (2.3.5) 
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42z2 + By? + 0?2? = H? (2.3.6) 


R (2.3.5) 表示 的 椭 球 面 即 2.2.1 节 中 提 到 的 能 量 椭 球 , 即 惯性 椭 球 . 式 (2.3.6) 表示 
另 一 个 椭 球 面 , 称 为 动量 矩 柚 球 . 在 刚体 转动 过 程 中 , 由 于 动能 和 动量 矩 均 守 便 , P 
点 必须 沿 两 个 椭 球 面 的 交 线 移动 . 将 惯性 椭 球 方程 (2.3.5) 改写 为 


F(z,y,2)= Az2 + By? +02? — 2T = 0 (2.3.7) 


函数 F X z,y,z 的 偏 导数 在 P 点 的 值 表示 P 点 处 椭 球 切 平面 HT 的 一 组 法 线 方 向 


的 方向 数 
(= 的 -er 的 -en 


将 上 式 与 式 (2.2.11) 对 照 , 可 看 出 T 平面 的 法 线 方向 即 动量 矩 H 的 方向 . 由 于 动 
量 矩 守恒 , IT 平面 在 惯性 空间 中 必 保持 确定 的 方位 不 变 . 定点 O 与 T 平面 的 距离 
d 等 于 w 矢量 沿 TT 平面 法 线 方向 的 投影 . 利用 式 (2.2.12) 导出 

H 2 


dzwi (2.3.9) 


因此 T 平面 不 仅 方位 不 变 , 而 且 与 定点 O 的 距离 也 不 变 , 成 为 惯性 空间 中 的 固定 
平面 ， 由 于 瞬时 旋转 轴 通 过 P 点 , 惯量 椭 球 在 P 点 处 的 线 速度 必 等 于 零 . 根据 
此 分 析 结果 , 潘 索 对 刚体 运动 作出 以 下 形象 化 解释 : 无 力矩 的 刚体 定点 运动 为 中 心 
固定 的 惯性 椭 球 在 固定 平面 上 的 无 滑动 滚 旋 运动 . 称 为 刚体 的 欧 拉 - 潘 索 运动 ( 见 图 
2.7). 


Q 


Ke 


H 
图 2.7 惯性 椭 球 的 滚 旋 运 动 


P 点 在 惯性 椭 球 表面 的 轨迹 称 为 本 体 极 迹 , 即 惯性 椭 球 与 动量 矩 椭 球 的 交 线 ， 
P 点 在 I 平面 上 的 轨迹 称 为 空间 极 迹 . 也 可 形象 化 地 认为 , 欧 拉 - 潘 索 运动 是 本 体 
极 迹 沿 空间 极 迹 的 无 滑动 滚动 . 
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2.3.3 ”永久 转动 的 稳定 性 


本 体 极 迹 曲 线 族 存在 3 个 奇 点 St(i = 1,2,3), 由 欧 拉 方 程 (2.3.1) 的 3 组 特 解 
构成 
Si: ws =wy=0, wz=wo 
S2: wy=ws=0, ws=wo (2.3.10) 
S3: wz =wWz=0, wy=wo 


此 特 解 所 描述 的 运动 是 刚体 绕 菜根 惯性 主轴 的 匀速 转动 , 且 转 动 轴 在 惯性 空间 中 保 
持 方位 不 变 , 称 为 刚体 的 永久 转动 . 

为 讨论 永久 转动 的 稳定 性 , 将 式 (2.3.1a) 和 (2.3.1b) 的 第 二 项 移 至 等 号 右边 并 
将 二 式 相 除 , 得 到 只 含 we wy 的 一 阶 微分 方程 


=. “= (2.3.11) 


此 方程 的 奇 点 S, 对 应 于 刚体 绕 z 轴 的 永久 转动 . 受 扰 后 瞬时 旋转 轴 在 永久 转动 轴 
附近 的 运动 性 态 则 取决 于 S, 奇 点 的 类 型 . 根据 附录 三 中 对 式 (A.3.6) 的 分 析 可 以 
判断 

a<0: C>A, C> B BR C < A, C < B :5 为 中 心 


a>0: A>C> BE A<C< B: 5 为 鞍点 


从 而 表明 , 当 z 轴 为 最 大 或 最 小 惯性 矩 主 轴 时 , 受 扰 后 瞬时 旋转 轴 保 持 在 z 轴 附 近 
的 小 范围 内 运动 , 永久 转动 稳定 . 当 z 轴 为 中 间 惯 性 矩 主轴 时 , 受 扰 后 瞬时 旋转 轴 
无 限 偏离 z 轴 , 永久 转动 不 稳定 . 用 类 似 方法 判断 S2, S 的 奇 点 类 型 后 , 可 得 出 以 
下 结论 : 无 力矩 刚体 绕 最 大 或 最 小 惯性 矩 主轴 的 永久 转动 稳定 , 绕 中 间 惯 性 矩 主 轴 
的 永久 转动 不 稳定 . 本 体 极 迹 曲线 族 的 几何 特征 如 图 2.8 所 示 , 图 中 z 轴 和 z 轴 分 
别 为 刚体 的 最 大 和 最 小 惯性 甜 主轴 , y 轴 为 中 间 人 惯性 矩 主轴 . 


(2.3.12) 


图 2.8 无 力矩 刚体 的 本 体 极 迹 
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2.3.4 ”解析 积分 


1849 年 雅 可 比 (C. G. J. Jacobi) 导出 用 椭 贺 函数 表示 的 解析 积分 . 直接 从 动 
量 矩 守恒 原理 出 发 可 以 简化 推导 过 程 . 以 O 为 原点 建立 惯性 坐标 系 (O — Ent), 使 
《 轴 与 守恒 的 动量 矩 矢量 H 方向 一 致 ， 称 为 刚体 的 动量 矩 坐标 系 . 利用 1.1.3 节 
中 定义 的 欧 拉 角 0,60, o 确定 刚体 相对 (O 一 nC) RRA. 略 去 刚体 的 主轴 坐标 系 
(O — zayaza) 的 下 角 标 , 记 作 (O — zyz). 利用 式 (1.2.10), (2.2.11) 计算 刚体 对 O 点 
的 动量 矩 H 在 (O - zyz) 中 的 投影 , 得 到 


H,=A [j sin ñ sin ç + Ó cos ç) 
H,=B (wsingcosy 一 5sin ç) (2.3.13) 
H,=C (cos ó + 2) 
HE ç 轴 的 动量 矩 H 直接 向 (O - zyz) 各 轴 投 影 , 利用 和 矩阵 (1.1.15), 得 到 
H, = H sinúsinç 


Hy = H sin cosy (2.3.14) 
H, = H cos 
SR (2.3.13) 与 (2.3.14) 各 项 相等 , 引入 以 下 参数 
H g A 
v= 有 A A= =S (2.3.15) 
得 到 y, V, 2 的 一 阶 微分 方程 组 
ó = v (1 — p)sin V cos ysin p (2.3.16a) 
é = (v/A) cos% [1 — Ap — À (1 — p) sin? ç] (2.3.16b) 
ó = v [p + (1 — p)sin2 ç] (2.3.16c) 


将 式 (2.3.16a) 和 (2.3.16b) 相 除 , 消去 时 间 变 量 后 得 到 仅 含 3,y 的 一 阶 微分 方程 

dó _ etan®cosgsin p 

Do misi (2.3.17) 

其 中 参数 e 定义 为 A GBA 
cs er EB sa 

< -Xp AGO) ge 


以 p=0 对 应 的 时 刻 为 起 点 , 设 yo,yo 为 D,Y 的 初 值 , 对 方程 (2.3.17) 积分 得 到 


n sin Vo 1 — esin? p 
sin = 一 一 一 天， cosy = cos Voq | —— 3.: 
EET cos of lény (2.3.19) 
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将 上 式 代 入 方程 (2.3.16b), 积分 得 到 
P 


xi =Í 0 (2.3.20) 
0 V(1-ssin2p) (1 一 sisin2p) 
其 中 和 了 
e= a A (1 — Ap) cos do (2.3.21) 


定义 新 的 变量 u, r 和 参数 大 
u= 人 1E) indsing, T=nVi~et, p = stan b (2.3.22) 


sin vo 1 一 < 


可 将 式 (2.3.20) 化 作 第 一 类 椭圆 积分 


du 
-| vs ea 
利用 椭圆 函数 的 以 下 性 质 
SnT =u, cnr = /1-—u2 
dnr = V1- k?u?, tnr = = (2.3.24) 
导出 
V = arccos (cos odn7) (2.3.25) 
@ = arctan ( >) (2.3.26) 
将 式 (2.3.26) 代入 方程 (2.3.16c), 积分 得 到 
1 * T snr 
=o V1l—e cos 加 [+ To] C0 


IÈ (2.3.25), (2.3.26), (2.3.27) 以 椭圆 函数 形式 确定 刚体 的 运动 规律 . 将 (2.3.16) 各 
式 代入 式 (1.2.10) 计算 角速度 投影 , 导出 


wz = DD: snr 

* 4(4-O) 

wy=p A cnr (2.3.28) 
D(B- D) 

Wz = p CBO) dnr 


常数 u, D 定义 为 
u = (u/À) (cos? go + Apsin? vo) 


$ 2.3.29, 
D = ABB (cos? Po + Apsin? 90) `” Qaan 
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2.3.5 ”自由 规则 进 动 
设 刚体 的 质量 相对 z 轴 对 称 分 布 , 令 4 = B, 则 方程 组 (2.3.16) Bl p = 1, e = 0 


而 简化 , 积分 得 到 

D=, p=nt, Y= 加 十 下 (2.3.30) 
所 描绘 的 运动 为 刚体 绕 极 轴 匀 速 自 旋 , 同时 极 轴 以 不 变 的 章 动 角 go 围绕 动量 矩 矢 
量 H 匀速 进 动 , y 和 n 分 别 为 进 动 角 与 自 旋 角 的 变化 速度 . 这 种 规则 的 运动 形式 
称 为 刚体 的 规则 进 动 . 无 力矩 状态 下 靠 惯 性 维持 的 规则 进 动 称 为 自由 规则 进 动 , 是 
2.3.2 节 中 叙述 的 欧 拉 - 潘 索 运 动 当 刚体 为 轴 对 称 体 时 的 特殊 运动 形态 . 

令 式 (2.3.21) 中 p = 1, 导出 wv 与 nn 之 间 的 关系 
= (=) dð (2.3.31) 

2.9 是 以 惯性 矩 比 À 为 参数 的 (n/v) 与 go 之 间 的 函数 曲线 族 . 根据 曲线 的 几何 
性 质 判断 , 轴 对 称 刚体 的 自由 规则 进 动 有 以 下 特点 : 


n/v 


1R2=1/2 


图 2.9 自由 规则 进 动 参数 曲线 


1) À < 1 时 极 轴 为 最 小 惯性 矩 主轴 , n 与 v 同 号 , 进 动 角 与 自 旋 角 变化 方向 一 
致 , 称 为 正 进 动 . 和 > 1 时 极 轴 为 最 大 惯性 矩 主轴 , n 与 v 异 号 , 进 动 角 与 自 旋 角 变 
化 方向 相反 , 称 为 送 进 动 . 

2) À = 1 时 刚体 为 球 对 称 体 , n = 0, 自 旋 角 不 变 , 进 动 角 的 变化 表现 为 刚体 绕 
任意 轴 的 永久 转动 . 

3) yo = 0 时 极 轴 与 动量 矩 矢量 重合 , 刚体 绕 极 轴 做 永久 转动 . 

4) go = r/2 时 m = 0, 刚体 绕 赤 道 轴 做 永久 转动 . 

在 自由 规则 进 动 过 程 中 , 除 和 = 1 或 90 = 0 的 特殊 情形 以 外 , 瞬时 角速度 w 
与 极 轴 方 向 或 动量 矩 方向 均 不 重合 . 刚体 的 动 、 静 瞬时 旋转 轴 的 迹 面 为 两 个 正 贺 锥 
面 , 即 相对 z 轴 对 称 的 本 体 锥 面 和 相对 2 轴 对 称 的 空间 锥 面 , 前 者 相对 后 者 做 无 滑 
动 的 滚动 ( 见 图 2.10). 本 体 锥 面 与 惯性 椭 球 上 的 的 交 线 即 本 体 极 迹 , 为 围绕 极 轴 的 
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圆 族 ( 见 图 2.11). 其 中 与 go = 0 对 应 的 极 迹 缩 为 孤立 奇 点 , 成 为 永久 转动 轴 . 而 与 
Do = x/2 对 应 的 赤道 圆 上 任意 位 置 都 是 永久 转动 轴 . 在 微小 扰动 作用 下 , 极 轴 附近 
的 瞬时 旋转 轴 相 对 惯性 空间 和 刚体 的 位 置 都 只 产生 微小 偏 移 ， 赤 道 轴 附近 的 瞬时 
旋转 轴 昌 仍 保持 在 C 轴 附 近 , 但 相对 刚体 却 不 断 偏离 原来 位 置 . 从 而 得 出 结论 : 无 
力矩 轴 对 称 刚体 绕 对 称 轴 的 永久 转动 稳定 , 绕 赤 道 轴 的 永久 转动 不 稳定 . 


0 
(a) A>1 (b) A<1 


图 2.10 本 体 锥 面 与 空间 锥 面 


图 2.11 轴 对 称 刚体 的 本 体 极 迹 


地 球 为 接近 球形 的 轴 对 称 刚体 , 扁平 性 所 引起 的 惯性 矩 比 和 约 为 1.0033, H 
时 旋转 轴 与 极 轴 之 间 的 微小 偏 角 yo 约 为 0.15”. 从 式 (2.3.31) 导出 n/v = 一 0.0033. 
地 球 的 自转 实际 上 是 由 进 动 角速度 v 体现 . 地 球 以 n 为 角速度 的 反方 向 缓慢 自 旋 
造成 瞬时 旋转 轴 在 极 轴 附近 做 圆锥 运动 , 周期 约 为 自转 周期 的 300 倍 , 即 300 天 或 
近 10 个 月 . 

对 于 绕 极 轴 高 速 旋转 的 陀螺 转子 , 当 拓 动作 用 使 瞬时 旋转 轴 略 偏离 极 轴 时 , 产 
生 章 动 角 yo 极 小 , 频率 v 极 高 的 自由 规则 进 动 . 这 种 运动 在 第 7 章 中 称 为 章 动 , go 
和 分 别 为 章 动 振幅 和 章 动 频 率 ”. 


O 进 动 与 章 动 在 经 典 刚体 动力 学 和 在 陀螺 力学 中 有 不 同 的 定义 . 经 典 刚体 动力 学 采用 运动 学 定义 , 将 
刚体 进 动 角 w 的 变化 称 为 进 动 ， 章 动 角 ? 的 变化 称 为 章 动 .陀螺 力学 采用 动力 学 定义 , 将 刚体 的 极 轴 随同 
动量 矩 矢量 H 由 于 力矩 作用 而 改变 方位 的 运动 称 为 进 动 , 极 轴 在 H 附近 的 高 频 惯性 拌 动 称 为 章 动 . 刚体 
动力 学 中 定义 的 自由 规则 进 动 即 陀螺 力学 中 的 章 动 . 
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2.4” 拉 格 朗 日 情形 刚体 定点 运动 


2.4.1 ”动力 学 方程 的 初 积分 

固定 点 O 与 质心 O, 不 重合 但 均 在 对 称 轴 上 的 轴 对 称 刚体 称 为 拉 格 朗 日 刚体 ， 
也 称 为 重 刚体 . 地 面 上 滚动 的 玩具 陀螺 和 受 空气 动力 作用 的 旋转 弹丸 是 最 常见 的 
重 刚体 ( 见 图 2.12). 重 刚体 的 运动 称 为 拉 格 朗 日 情形 刚体 定点 运动 . 


ZZAZ 
W212 拉 格 朗 日 刚体 


以 定点 O 为 原点 , 建立 与 地 面 固定 的 参考 坐标 系 (O — fm), C 轴 沿 地 垂 线 向 
E. 不 计 地 球 自转 影响 , (O — En) 可 视 为 惯性 坐标 系 . 利用 1.1.3 节 中 定义 的 欧 拉 
角 0,09, 2 确定 刚体 的 姿态 . 其 中 (O 一 z1y1z1) 为 轴 对 称 刚体 的 莱 查 坐标 系 , 略 去 其 
下 角 标 改 记 为 (0 — syz), z 轴 为 极 轴 , z 轴 沿 刚体 赤道 平面 与 水 平面 的 节 线 ( 见 图 
1.2). 

SR (1.2.10) 中 e = 0, 即 得 到 轴 对 称 刚体 的 角速度 w 相对 (O — ryz) 的 投影 


ws=Ò0, Q= sinó, ¿;=  cosó + (2.4.1) 
将 上 式 代入 式 (2.2.14) 计算 刚体 的 动能 T, $ 4 = B, 得 到 
T= SAG + j sin? 0) + C(ë + Ü cos9)2] (2.42) 


设 刚 体 的 质量 为 m, 位 于 对 称 轴 上 的 质心 O. 与 固定 点 O 的 距离 为 1, 重力 mg 沿 
5 轴 负 方向 ( 见 图 2.12), 则 刚体 的 势能 V 为 


V = mglcos ó (2.4.3) 
应 用 分 析 力学 方法 , 以 欧 拉 角 Y,d, p 为 广义 坐标 , 写 出 系统 的 拉 格 朗 月 函数 工 


L=T-V= jao + j? sin2 9) + C(@ + ýcos0)?]—mglcosð (2.4.4) 
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L 函数 不 含 广义 坐标 办 ”此 保守 系统 存在 两 个 循环 积分 


过 = Absin? ó + C(ó + ó cosd) cost = G (2.4.5) 
ôL AE 
2 C(ó + Y cost) = Cwo (2.4.6) 


由 于 力矩 M 与 ¢ 轴 和 z 轴 均 正 交 , 初 积分 (2.4.5) 和 (2.4.65) 的 物理 意义 为 动量 
HE H W ¿ Bhd z 轴 的 投影 守恒 . 又 由 于 L 函数 不 显 含 时 间 t, 存在 广义 能 最 积分 


T+V= jae +j sin2 0) + C(ó + ġcosð)?]+mglcos9 =E (2.4.7) 
积分 常数 G，wo, E 取决 于 初始 条 件 . 
2.4.2 ”解析 积分 
从 式 (2.4.5), (2.4.6) 消去 2 + j cosó, 解 出 
; _ G—Cwocosd 
á Asin? 9 (2:4:8) 
引入 新 变量 v = coso, 且 定义 以 下 常数 
oR E _ Cwo 
Tan WA 
(2.4.9) 
2E-Cu  _ 2mgl 
s EET 
将 式 (2.4.8) 以 新 的 符号 表示 , 且 代入 式 (2.4.6) 解 出 ¿, 得 到 
; _ V(um — u) 
Wise (2.4.10) 
l-u- N _ 
p= s: G = a Gem 
将 式 (2.4.10), (2.4.11) 代入 式 (2.4.7), 导出 u 的 一 阶 微分 方程 
ú= Vf (2.4.12) 


f (u) A u 的 三 次 多 项 式 
f(u) = (& — uu)(1 — u?) — v? (u — um)? (2.4.13) 
设 u, uz, us 为 方程 f (u) = 0 的 三 个 实 根 , H wi < wz < us, 可 将 f (u) 写作 


f(u) = pu —ui)(u — u2)(u — us) (2.4.14) 
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设 uo 为 u 的 初 值 , 对 方程 (2.4.12) 积分 得 到 


k= 『 du 
Jus Vu(u — w )(u — ua)(u — us) 
定义 新 的 变量 wr 和 参数 n, k 


u=u+(ua —ui)u2, T = nt 


1 一 也 
n= zva (us =u), p= 


us 一 Ul 
可 将 式 (2.4.15) 化 作 第 一 类 椭圆 积分 
d 
"| aea 
其 中 vo 为 v 的 初 值 . 从 上 式 的 反 函 数 导出 
u = u 十 (ua — ui) sn27 


2.4.3 ”极点 轨迹 


(2.4.15) 


(2.4.16) 


(2.4.17) 


(2.4.18) 


以 O 为 中 心 , 作 单 位 长 度 半径 的 球面 , 极 轴 与 单位 球面 的 交点 P 称 为 极点 . 刚 
体 运动 过 程 中 极点 所 描绘 的 轨迹 称 为 极点 轨迹 , 可 用 以 直观 地 反映 极 轴 在 空间 中 运 
动 的 概貌 ( 见 图 2.13). 将 式 (2.4.12) 与 (2.4.10) 相 除 , 消去 时 间 变 量 后 得 到 的 一 阶 


微分 方程 确定 以 球 坐 标 Y, 6 表示 的 极点 轨迹 


du _ (1 — u2) y/f(u) 


dy  u(us — u) 


图 2.13 单位 球面 上 的 极点 轨迹 


(2.4.19) 


根据 函数 f (u) 的 性 质 可 对 极点 轨迹 的 几何 特征 作 定性 讨论 .方程 (2.4.12) 仅 当 
f(w)>0 时 有 意义 .wu 足够 大 时 f (u) 的 函数 值 与 最 高 次 项 pus 接近 , f(+oc) 一 +oo, 
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u = +1 时 式 (2.4.13) 右边 第 一 项 为 零 , 则 f(+1) < 0. 可 推 知 us 必 大 于 1 B u, uz 
如 存在 实数 解 必 在 [—1,1] 区 间 以 内 . 因此 在 u 的 定义 域内 , f(u) > 0 只 可 能 发 生 于 


ui 与 uz 之 间 ( 见 图 2.14). 令 
1 


D1=cos lu ga = cos lu2, Vm = cos !um (2.4.20) 


图 2.14 f(u) 函数 曲线 


从 方程 (2.4.19) 推 知 , u = u, 或 uz Bf, du/dy = 0, = um 时 , du/dy = oo. 因此 极 
点 轨迹 被 限制 在 章 动 角 为 ó, 与 0, 的 纬 线 之 间 的 环形 域内 与 边界 相 切 , 且 在 章 动 角 
为 gm 处 与 子午 线 相 切 . 由 于 式 (2.4.10) 中 分 母 恒 大 于 零 ,区 的 符号 取决 于 wm — u. 


有 以 下 3 种 情形 : 
1) um > uz : 少 对 任意 u KFE, 运动 过 程 中 极 轴 朝 同一 方向 进 动 , 极点 轨 


迹 为 不 带 回 环 的 摆 线 ( 见 图 2.15(a)). 


(a) (b) (e) 
图 2.15 极点 轨迹 的 3 种 类 型 
2) um = uz : 极点 轨迹 在 上 界 处 出 现 尖 点 . 这 种 运动 出 现 于 极 轴 从 静止 状态 
开始 运动 情形 . 当 刚 体 因 重力 作用 向 下 摆动 时 , 减 小 的 势能 转化 为 动能 而 产生 进 动 


( 见 图 2.15(b)). 
3) ul < um < ua : 极 轴 在 上 界 与 下 界 处 的 进 动 方向 相反 , 极点 轨迹 成 为 带 回环 


的 摆 线 ( 见 图 2.15(c)). 
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2.4.4” 受 迫 规则 进 动 

讨论 uy, wuz 为 重 根 的 特殊 情形 . 设 ul = uz = uo, WJ u 的 定义 域 缩 为 一 点 uo 
而 保持 常 值 , 9, ú 亦 均 保持 常 值 . 令 9 = 50， 少 = 0, 此 常 值 特 解 应 满足 
le ie) (2.4.21) 
刚体 的 运动 为 绕 垂直 轴 的 规则 进 动 . 但 与 欧 拉 - 潘 索 情 形 的 自由 规则 进 动 不 同 , 是 
在 重力 矩 作 用 下 “被 迫 ” 发 生 的 受 迫 规则 进 动 . 

受 迫 规 则 进 动 的 产生 条 件 即 f (u) 函数 曲线 在 uo 处 与 u 轴 相 切 的 条 件 ( 见 图 
2.16), 导出 


vo = arccosuo, f = 


fluo) =0, f'(uÍ) = O (2.4.22) 


图 2.16 规则 进 动 对 应 的 f(u) 曲线 


其 中 

f'(u) = —p(1 — u?) — 2u(x — uu) — 2v? (u — um) (2.4.23) 
将 式 (2.4.13) 代入 条 件 (2.4.22) 的 第 一 式 , 与 式 (2.4.10) 联 立 . ARHI u, 9, j DL 
uo, Do, N 代替 , 计算 常数 < 和 um, 得 到 

K= puo + 2(1- u), um = uo + teq — u?) (2.4.24) 


将 上 式 和 式 (2.4.9) 代入 条 件 (2.4.22) 的 第 二 式 , 整理 后 得 到 常数 go，2， wo 之 间 应 
满足 的 关系 
Acos ño f22 — Cuoo f2 + mgl = 0 (2.4.25) 


从 上 式 解 出 2, 得 到 


C 4Amgl 
a 2 (= j At oe Do (2.4.26) 


2 
C28 
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讨论 几 种 不 同情 况 : 
1) 0 < vo < x/2, cos vo > 0: 定义 临界 角速度 wo,cr 


Wocr = BV Amglcosðo (2.4.27) 


仅 当 wo > woer 时 Q 才 存 在 实 根 , 其 中 wo = woo 时 为 二 重 根 . 因此 重心 在 支点 上 
方 的 重 陀螺 仅 当 转速 超过 临界 值 时 方 可 能 发 生 受 迫 规则 进 动 . 如 陀螺 转速 足够 大 ， 
wo D woer, 将 式 (2.4.26) 中 的 根 式 展 成 (wo,cr/wo) 的 军 级 数 并 上 略 去 二 阶 以 上 微量 ， 
得 到 9 的 两 个 实 根 的 近似 值 a 和 O, 


m = 22 EEC 
1 Cwo’ — Acosvo 


4 为 重力 矩 引 起 的 慢 进 动 , Q, 是 与 重力 矩 无 关 的 快 进 动 , 为 惯性 作用 的 体现 . 对 
于 90 = 0 情形 , Q, 与 式 (2.3.14) 中 的 自由 规则 进 动 角速度 v 完全 相同 , 即 欧 拉 情 
形 刚体 定点 运动 的 章 动 频率 . 

2) go = 7/2, coso = 0: 直接 从 方程 (2.4.25) 解 出 慢 进 动 角速度 Qi, 不 存在 
快 进 动 . 

3) r/2 < 90 < x, cosyo < 0: 不 论 wo 取 何 值 , Q 都 存在 符号 相反 的 两 个 实 
根 . 表明 重心 在 支点 下 方 的 重 陀螺 在 任何 转速 下 均 能 发 生 受 迫 规则 进 动 . 转速 足够 
大 时 也 可 分 为 慢 进 动 与 快 进 动 , 但 方向 相反 . 


2.4.5 ”永久 转动 的 稳定 性 


设 刚 体 在 初始 时 刻章 动 角 为 零 . 令 方程 (2.4.19) P u = 1, W du/dy = 0. 刚 
体 将 保持 零 章 动 角 不 变 而 绕 垂直 的 极 轴 做 永久 转动 . uo = 1 时 , HA (2.4.24) 导出 
K = h, um = 1, f(u) 函数 简化 为 


(2.4.28) 


f(u) = p(1 — u)2(1 + u — 2a) (2.4.29) 

参数 a 为 
m v? _ C2w8 
4 2 4Amgl 


(2.4.30) 
解 出 方程 f(u) = 0 的 根 
ui=u =l, us=2a-1 (2.4.31) 


a=1 时 v= 1 为 三 重 根 .oa>1 时 w >la<1 时 w<1. 图 2.17 为 不 同 o 值 对 
应 的 f (u) 函数 曲线 . 若 刚体 的 永久 转动 受到 微小 扰动 , 受 扰 后 的 f (u) 曲线 以 虚线 
表示 . 可 看 出 , a > 1 时 受 扰 运 动 仍 充分 接近 于 永久 转动 (图 2.17(b), (c)), 但 < 1 
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时 受 扰 后 的 极 轴 将 产生 大 幅度 章 动 角 变 化 而 偏离 永久 转动 (图 2.17(a)). 因此 a > 1 
是 刚体 永久 转动 的 稳定 性 条 件 , 其 对 转动 速度 的 限制 条 件 为 


2 
Wo È Won Wor = G Amgl (2.4.32) 


(a) a<1 (b) a=1 (c) a>1 


图 2.17 受 扰 前 后 的 f(u) 曲线 


此 条 件 与 go = 0 时 的 规则 进 动 条 件 (2.4.27) 完全 一 致 . 如 刚体 的 重心 在 支点 的 下 
方 , 令 vo = x, W uo = —1, SH x= -—p, um = —1. KX f(u) X 


f(u) = -a(l — u)? (1 — u + 2a) (2.4.33) 


函数 曲线 见 图 2.18. 仍 使 用 上 述 方法 判断 , 无 论 a 等 于 何 值 永 久 转动 均 稳定 . 


图 2.18 重心 在 支点 下 方 的 f(u) 曲线 
根据 以 上 分 析 , 重心 在 支点 上 方 的 刚体 必须 具有 足够 大 的 转速 方 能 维持 稳定 的 


永久 转动 . 偏心 距 愈 大 或 极 惯性 矩 愈 小 , 需要 维持 稳定 性 的 转速 愈 高 . 重心 在 支点 
的 下 方 时 , 刚体 的 永久 转动 均 稳定 . 这 与 人 们 在 实践 中 观察 到 的 现象 一 致 . 


第 3 章 ”框架 陀螺 的 动力 学 方程 


万 向 支架 支承 的 框架 陀螺 仪 是 由 外 环 、 内 环 和 转子 三 个 部 件 组 成 的 多 刚体 系 
统 , 并 非 单个 刚体 . 第 2 章 中 描述 刚体 定点 运动 的 欧 拉 方 程 不 能 直接 用 于 框架 陀螺 
仪 . 即使 内 外 环 的 质量 远 小 于 转子 的 质量 , 也 不 能 忽略 前 者 的 存在 . 因为 外 界 与 转 
子 之 间 的 作用 力 必须 通过 万 向 支架 传递 , 而 各 部 件 的 轴承 约束 仅 能 传递 与 转轴 正 交 
的 力 和 力矩 分 量 . 本 章 基于 动量 矩 定理 分 别 对 陀螺 仪 的 外 环 组 合体 、 内 环 组 合体 和 
转子 建立 动力 学 方程 , 作为 框架 陀螺 仪 的 数学 模型 当 转 子 转达 足够 高 , 允许 略 去 
缓慢 运动 的 万 向 支架 的 惯性 效应 时 ,可 将 动力 学 方程 简化 为 陀螺 进 动 方程 . 在 进 动 
方程 基础 上 建立 起 来 的 理论 称 为 陀螺 进 动 理论 ， 是 一 种 数学 形式 十 分 简单 , 能 解释 
陀螺 基本 运动 现象 的 近似 理论 , 也 是 指导 陀螺 仪 研究 和 设计 的 工程 实用 理论 . 利用 
进 动 理论 建立 动 基 座 上 的 陀螺 动力 学 方程 时 , 依据 不 同类 型 陀螺 仪 的 使 用 特点 ， 可 
采用 自然 坐标 系 或 地 理 坐 标 系 描述 载体 的 牵连 运动 . 虽然 从 动量 矩 定理 出 发 建立 陀 
螺 动 力学 方程 的 矢量 力学 方法 有 明确 的 物理 概念 , 但 陀螺 动力 学 方程 可 也 可 用 分 析 
力学 方法 建立 . 如 对 于 多 个 陀螺 组 成 的 系统 , 采用 简化 的 劳 斯 方程 可 直接 导出 陀螺 
系统 的 进 动 方程 . 又 如 第 13 章 分 析 陀 螺 混 沌 运动 时 采用 了 哈密 上 顿 正则 方程. 


3.1 万 向 支架 的 动力 学 特点 


3.1.1 ”陀螺 仪 的 力学 模型 


经 典 刚体 动力 学 研究 绕 固定 点 转动 的 单个 刚体 , 它 只 能 作为 第 9 章 中 叙述 的 
转子 陀螺 仪 的 力学 模型 . 用 万 向 支架 支承 的 陀螺 仪 由 外 环 、 内 环 和 转子 3 个 刚体 
组 成 , 力学 模型 是 由 3 个 刚体 部 件 组 成 的 多 刚体 系统 ( 见 图 1.4). 实际 陀螺 仪 的 内 
环 常设 计 成 包围 转子 的 封闭 壳 体 , 且 可 能 附 有 弹簧 、 阻 尼 器 、 力 矩 器 、 连 杆 机 构 等 
PH. 为 不 致使 问题 变 得 过 分 复杂 , 通常 将 这 些 零件 的 质量 略 去 不 计 . 在 某 些 特殊 
情况 下 , 如 必须 考虑 万 向 支架 的 弹性 变形 时 , 陀螺 仪 的 力学 模型 还 应 看 作 是 包含 弹 
性 体 在 内 的 更 复杂 的 机 械 系统 . 

万 向 支架 陀螺 仪 是 由 外 环 Bo、 内 环 B, 和 转子 Bs 等 3 个 刚体 以 轴 和 轴承 相 
联系 组 成 的 系统 . 理想 情况 下 万 向 支架 遵循 以 下 基本 假定 : 

1) 内 外 环 的 轴承 约束 均 为 理想 约束 , 约束 力 垂直 于 转动 轴 , 仅 能 传递 垂直 于 转 
动 轴 的 力矩 矢量 . 
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2) 转子 运动 的 约束 性 质 取决 于 驱动 电机 的 特性 . 

3) 内 外 环 的 转动 轴 与 刚体 的 惯性 主轴 重合 . 转子 为 轴 对 称 刚 体 , 其 旋转 轴 与 极 
HEA. ` 
4) 内 、 外 环 的 转轴 之 间 , 内 环 与 转子 的 转轴 之 间 相 互 正 交 . 3 根 转 轴 汇 交 于 一 
点 , 即 陀螺 的 支点 O. 

以 L, G = 0,1,2) 表示 载体 对 外 环 、 外 环 对 内 环 、 内 环 对 转子 作用 的 相对 O 点 
的 约束 力矩 , Mi (i = 0,1,2) 为 系统 外 部 作用 于 外 环 、 内 环 和 转子 的 相对 O 点 的 力 
AE, 陀螺 仪 各 部 件 之 间 的 力矩 传递 链 如 图 3.1 所 示 . 在 各 约束 力矩 Li (i = 0,1,2) 中 
仅 外 环 轴承 约束 力矩 Lo 为 系统 的 外 力矩 , 其 余 约束 力矩 L, L, 均 为 系统 的 内 力 
和 矩 . 因此 万 向 支架 的 力矩 传递 具有 以 下 特点 : 


M M, M, 


图 3.1 框架 陀螺 的 力矩 传递 链 


1) 来 自 系统 外 部 的 力矩 Mi (i = 0,1,2) 如 直接 与 外 环 轴承 的 约束 力矩 Lo 相 
平衡 , 则 合力 矩 为 零 , 不 影响 系统 的 运动 . 

2) 作用 于 各 部 件 之 间 的 内 力矩 Li, La 必须 向 外 传递 到 外 环 轴承 , 与 外 环 约束 
力矩 Lo 相 平衡 , 才能 “转化 ” 为 外 力矩 对 系统 的 运动 产生 影响 . 不 能 传递 到 外 环 轴 
承 的 内 力矩 不 影响 系统 的 运动 . 

3) 在 组 成 系统 的 各 部 件 中 , 高 速 旋转 转子 B 是 体现 陀螺 特性 的 主要 部 件 , 任 
何 力矩 都 必须 向 内 传递 到 转子 才能 产生 效果 . 

为 便于 分 析 , 将 作用 于 陀螺 仪 的 力矩 区 分 为 两 类 : 按 工作 原理 要 求 施加 的 力矩 
称 为 修正 力矩 , 干扰 陀螺 工作 的 力矩 称 为 干扰 力矩 . 陀螺 在 干扰 力矩 作用 下 的 进 动 
现象 称 为 漂移 . 

根据 万 向 支架 的 力矩 传递 特点 可 以 推 知 : 绕 外 环 轴 的 修正 力矩 必须 由 外 部 施 
加 于 外 环 , 而 不 能 由 外 环 施加 于 内 环 , 因为 后 者 为 内 力矩 , 它 无 法 传递 到 外 环 轴承 
“转化 "” 为 外 力矩 . 绕 内 环 轴 的 修正 力矩 可 由 外 部 或 外 环 施加 于 内 环 , 但 不 能 由 外 部 
施加 于 外 环 , 因为 此 力矩 将 直接 与 外 环 轴承 反 力 矩 相 抵消 . 基于 同样 原因 , 外 环 质 
心 偏离 外 环 轴 所 产生 的 重力 矩 可 传递 至 转子 引起 漂移 , 但 外 环 质 心 偏离 内 环 轴 不 会 
引起 漂移 . 与 外 环 不 同 , 内 环 质心 偏离 外 环 轴 和 内 环 轴 均 能 引起 漂移 ， 外 环 或 内 环 
的 轴承 摩擦 力矩 也 均 能 引起 漂移 . 


3.1.2 ”万 向 支架 与 陀螺 稳定 性 
设 框架 陀螺 仪 的 外 环 上 受到 绕 外 环 轴 z 的 力矩 Mo 作用 , 此 力矩 不 能 通过 外 
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环 轴 传 递 至 载体 , 却 能 通过 内 环 轴 向 内 传递 至 转子 . 根据 2.2.4 节 关 于 陀螺 进 动 性 
的 解释 , 力矩 Mo 引起 旋转 中 的 转子 绕 内 环 轴 y 进 动 . 在 内 环 上 施加 绕 y 轴 的 力 
和 矩 Ma, 此 力矩 不 能 通过 内 环 轴 传 递 至 外 环 , 却 能 通过 转子 轴 向 内 传递 至 转子 使 转 
子 绕 z 轴 进 动 . 力矩 Mo 或 Mi 一 旦 消失 进 动 立即 停止 . 对 于 短暂 的 力矩 冲 量 , 或 
对 于 可 简化 为 一 系列 交 变 力矩 冲 量 的 高 频 脉 动力 矩 , 陀螺 极 轴 来 不 及 产生 明显 的 位 
置 变化 , 表现 为 二 自由 度 陀螺 仪 抵抗 冲击 干扰 的 稳定 性 . 

如 果 将 外 环 与 载体 刚性 固 结 而 减少 一 个 自由 度 , 则 内 环 上 作用 的 绕 y 轴 的 力矩 
M. 虽然 能 向 内 传递 至 转子 , 但 轴承 的 约束 作用 不 允许 转子 绕 z 轴 进 动 . 在 M. fE 
用 下 , 转子 与 内 环 的 组 合体 只 可 能 绕 内 环 轴 加 速 转动 , 转动 过 程 中 由 于 动量 矩 改变 
方向 而 产生 的 陀螺 力矩 则 随时 与 轴承 的 约束 反 力 矩 相 平衡 . 力矩 消失 后 内 环 和 转 
子 仍 能 靠 惯性 维持 匀速 转动 . 说 明 单 自由 度 陀 螺 仪 不 具有 抵抗 冲击 干扰 的 稳定 性 . 
如 果 不 固定 外 环 , 但 内 环 转动 90", 使 转子 极 轴 与 外 环 轴 重 合 , 则 陀螺 仪 以 另 一 种 形 
RERS AHR. 作用 在 外 环 或 内 环 上 绕 z 轴 的 力矩 向 内 传递 不 到 转子 , 而 只 能 
使 外 环 和 内 环 共同 绕 z 轴 加 速 旋转 . 因此 也 丧失 抵抗 冲 击 干扰 的 稳定 性 . 


3.1.3 ”万 向 支架 与 陀螺 驱动 


框架 陀螺 仪 的 内 环 常 做 成 包围 转子 的 这 体 , 固定 在 壳 体 上 的 电机 定子 产生 对 转 

子 的 驱动 力矩 . 但 此 力矩 为 内 力矩 , 它 必 须 经 过 内 环 轴承 传递 至 外 环 , 再 经 过 外 环 

轴承 传递 至 载体 以 “转化 ” 为 外 力矩 Lo, 才能 产生 驱动 效果 . 转子 旋转 时 受到 壳 体 

内 气体 介质 的 阻尼 作用 , 如 壳 体 是 密封 的 , 则 阻尼 力矩 的 反作用 力矩 全 部 作用 于 内 

环 . 因此 力矩 L, 沿 极 轴 的 投影 Lo 应 包含 驱动 力矩 Mm 与 阻尼 力矩 -Ma 在 内 ， 
即 

Loz = Mm — Ma (3.1.1) 

外 环 轴承 的 理想 约束 条 件 要 求 载体 对 外 环 的 约束 力矩 Lo 与 外 环 轴 垂 直 , 并 经 过 内 


环 轴承 传递 至 内 环 . 内 环 的 质量 忽 路 不 计时 , 作用 于 内 环 的 各 力矩 应 满足 静 力 学 平 
衡 条 件 , 设 8 为 Lo 与 极 轴 的 夹 角 , 沿 极 轴 的 平衡 方程 为 


Locos8 — Loz = 0 (3.1.2) 


上 述 力矩 Lo 沿 极 轴 的 投影 Lo cos 8 是 对 转子 产生 驱动 效果 的 外 力矩 . 与 此 同时 , Lo 
垂直 于 极 轴 的 投影 Lo sin 8 经 过 转子 轴承 传递 至 转子 , 引起 转子 进 动 . 从 式 (3.1.1), 
(3.1.2) 导出 

Losin 8 = (Mm — Ma) tan 8 (3.1.3) 


根据 图 3.2 判断 进 动 方向 , 陀螺 加 速 时 M... > Ma, Lo sin 8 > 0, 极 轴 趋 向 于 与 外 环 
HEE, 6 趋 于 减 小 . 直至 驱动 过 程 完全 结束 , 即 Mm = Ma 时 才 告 终止 . 这 种 在 驱 
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动 过 程 中 伴随 发 生 的 内 环 偏转 现象 可 从 以 上 分 析 得 到 解释 ， 陀螺 减速 时 产生 相反 
方向 的 内 环 偏转 运动 , 只 是 由 于 制 动 过 程 远 比 驱动 过 程 平缓 , 此 现象 不 其 明显 . 


图 3.2 ”驱动 引起 的 陀螺 偏转 


如 壳 体 上 开 孔 , 则 介质 对 转子 阻尼 力矩 的 反作用 力矩 中 只 有 一 部 分 能 传递 到 内 
环 和 外 环 , 即使 Mm = Ma, Lo 也 不 等 于 零 , 内 环 的 偏转 现象 仍 可 能 继续 进行 . 当 转 
子 在 完全 开放 的 内 环 中 利用 系统 以 外 的 力矩 驱动 时 , 上 述 内 环 偏转 现象 即 不 存在 . 

以 上 根据 万 向 支架 的 力矩 传递 特点 对 陀螺 仪 的 稳定 性 和 驱动 过 程 所 作 的 分 析 
充分 证 明 , 即使 忽略 内 、 外 环 的 质量 , 万 向 支架 陀螺 仪 也 不 能 使 用 单个 刚体 的 经 典 
模型 , 而 必须 以 3 个 刚体 组 成 的 多 刚体 系统 作为 其 力学 模型. 


32 静止 基 座 上 的 陀螺 动力 学 方程 


3.2.1 ”陀螺 动力 学 方程 的 一 般 形 式 


以 陀螺 仪 的 支点 O 为 原点 建立 (O — ENG) 坐标 系 , 作为 确定 陀螺 仪 各 部 件 角 位 
置 的 基准 坐标 系 , 或 简称 为 基 座 . (O -66) 可 固 结 于 载体 、 稳定 平台 、 地球 或 其 他 
参考 物体 , 也 可 取 作 惯性 空间 中 指向 不 变 的 平 动 坐 标 系 . 采用 1.1.4 节 中 叙述 的 卡尔 
丹 角 表 示 陀 螺 仪 各 部 件 的 姿态 , 其 中 o, 6 为 外 环 和 内 环 转角 , 转子 转角 随时 间 单 调 
增长 , 改 以 p 表示 . 设 陀螺 的 外 环 轴 zo 沿 基 座 的 £ 轴 方 向 , (O — EnC) 绕 £ 轴 转 动 
a 角 后 的 位 置 为 外 环 坐 标 系 (O 一 zoyozo), yo 轴 为 内 环 轴 ; (O — zoyozo) 绕 y 轴 转 
动 6 角 后 的 位 置 为 内 环 坐 标 系 (O — z1y1z1), z1 轴 为 转子 极 轴 ; (O — zyz) 绕 z1 
轴 转 动 p 角 后 的 位 置 为 转子 坐标 系 (O - zrRyrzR). (O 一 zoyoz0), (O — z1y1z1) 和 
(O — zRyRzR) 分 别 为 外 环 、 内 环 和 转子 的 主轴 坐标 系 . (O - z1y1z1) 也 是 轴 对 称 转 
子 的 主轴 坐标 系 , 即 1.1.4 节 中 定义 的 莱 查 坐标 系 . 作为 不 参与 转子 自转 的 主轴 坐标 
系 , 适合 于 作为 矢量 和 张 量 的 投影 坐标 系 . 为 简化 表达 , 将 内 环 坐 标 系 (O — ryz) 
的 下 标 略 去 改 记 为 (O — zyz)( 见 图 3.3, 图 3.4). 各 坐标 系 之 间 的 关系 为 


(O — £n) (O — zotozo) Ls (O — zyz) -$> (O — zrynzn) 
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图 3.3 框架 陀螺 仪 


% Ç 


z ža 


Z 


图 3.4 确定 框架 陀螺 位 置 的 卡尔 丹 角 


3 


(O 一 zyz) 相对 (O 一 zoyozo) 和 (O — EnC) 的 方向 余弦 矩阵 分 别 为 


cos 0 sing 
C, = 0 1 0 (3.2.1) 


—sin8 0 cos8 


cosĝ 0 sin 8 
Ce= sinasinB cosa 一 sinacos 有 (3.2.2) 


一 cosasin 有 sing cosacos 有 
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内 、 外 环 的 转角 极 小 时 , 略 去 a, 8 的 二 阶 以 上 微量 , 简化 为 


1 08 1 0 £ 
cœ =| 0 10|, =| 0 1 -a (3.2.3) 
-8 0 1 -f a 1 


先 讨论 基 座 在 惯性 空间 中 完全 静止 情形 ， 利 用 ij k 和 相应 的 下 标 表示 各 坐 
标 轴 的 基 矢 量 , 列 出 各 部 件 的 转动 角速度 


外 环 : wo = áio (3.2.4a) 
内 环 :wi = io + Âj (8.2.4b) 
转子 : wan = ëio + Bj + ók (3.2.4c) 


将 内 环 角速度 w 的 下 标 略 去 改 记 为 w, 向 (O — zyz) 投影 , 得 到 
wz =dcosB, wy=P, ws:=dsinp (3.2.5) 
规定 各 部 件 的 主 惯 性 矩 为 


外 环 : Ao Bo Co 
内 环 : A B O, 
转子 Ar Ar CR 


依据 式 (2.2.11) 写 出 各 部 件 的 动量 和 矩 


外 环 :五 o = Aoċio (3.2.6a) 
内 环 :Hi1 = Alwsi+ Bioyj + Ciwsk (3.2.6b) 
转子 : Ha = AR(wsitwyj)+Ca (ws +P)k — (3.2.6c) 
利用 图 3.1 定义 的 力矩 符号 , 各 部 件 上 作用 的 相对 O 点 的 合力 矩 为 
外 环 : Mo+ Lo- Li 
W: Mi+Li- L: 
转子 : M+ Lo 


SH Lo, Mo 相对 (O — zoyoz0) 和 Li, M, (i = 1,2) 相对 (O — zyz) 的 投影 , 通常 
为 a,B 及 其 导数 的 确定 函数 


Lo = Lozšo + Loyjo + Lozko (3.2.7a) 
Li = Lisi + Lij + Lak. (ü = 1,2) (8.2.7b) 
Mo = Mozio + Moyjo + Mozko (3.2.7c) 


M; = Mizi + Miyj + Mizk (š = 1,2) (3.2.7d) 


osoo oo na  — — r= 


如 将 式 (3.2.6),(3.2.7) 分 别 代入 外 环 、 内 环 和 转子 的 欧 拉 方 程 , 则 总 共 9 个 方 
程 , 确定 9 个 未 知 变量 , 即 3 个 角度 坐标 a, B, o 和 6 个 与 转动 轴 正 交 的 轴承 约束 
力矩 Loy, Loz, Liz, Liz, Laz, Lay- 但 其 中 只 有 前 面 3 个 变量 a,b, y 对 确定 陀螺 
的 运动 规律 有 用 . 为 避免 出 现 轴承 约束 力矩 以 减少 未 知 变量 和 运动 方程 的 数目 ， 最 
好 改 为 对 不 同 的 刚体 组 合 列 写 运动 方程 . 为 此 将 内 环 与 转子 的 组 合 称 为 内 环 组 合 
体 , 外 环 、 内 环 与 转子 的 组 合 称 为 外 环 组 合体 . 各 组 合体 的 动量 矩 为 

内 环 组 合体 : 


H, + Ha = (41 + Ar) wst + (Bi + Ar) wyj 
+ [Ciws + Or (wz + @)] k (3.2.8a) 
外 环 组 合体 : 
Ho + H) + Hr = [Ao + (41 + Ar) wz cos B 
+ [Ciws + CR (wz + @)|sin 8) io + C: )jo tC") ko (3.2.8b) 


TEJ R rik Eh Sr kE 
外 环 组 合体 :Mo + Mi + Mo + Lo 
内 环 组 合体 :Mi + M2+ 工 1 
转子 : Mo+ Lz 
根据 式 (2.2.34c) 和 (3.2.6c) 列 出 转子 的 欧 拉 方程 对 z 轴 的 投影 式 


o dP + asap) = Mz: + Las (3.2.9) 
根据 式 (2.2.32b) 和 (3.2.8a) 列 出 内 环 组 合体 的 欧 拉 方 程 对 y 轴 的 投影 式 


(Bı + Ar) Ë+ (Ai + An — C1) é? cos B sin 8 
— Ca (é + é sin 8) å cos 8 = My + M2y + Lay (8.2.10) 
根据 式 (3.2.8b) 列 出 外 环 组 合体 绕 固定 轴 zo 转动 的 运动 方程 
(la +O, + (Ai + An — C1) cos? 8] à +CRa (ó + àsin 6) sin 8} 
= Moz + (Miz + Mzz) cos 8 + (Mh; + Maz) sin 8 + Loz (3.2.11) 


力矩 的 变化 规律 确定 以 后 , 含 3 个 未 知 变量 m 8, o 的 方程 组 (3.2.9),(3.2.10),(3.2.11) 
封闭 . 
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3.2.2” 稳 态 动力 学 方程 

了 驱动 过 程 结束 后 陀螺 的 运动 称 为 稳 态 运动 . 有 两 种 约束 条 件 不 同 的 稳 态 运动 ， 
分 别 对 应 于 两 种 不 同类 型 的 驱动 电机 : 

1) 理想 约束 : 稳 态 时 转子 上 作用 的 驱动 力矩 与 阻尼 力矩 互相 平衡 而 维持 合力 
EAP: 
2) 恒 速 约束 : 稳 态 时 转子 相对 定子 的 相对 转速 维持 恒 值 . 

对 于 理想 约束 的 第 一 种 稳 态 , 令 方 程 (3.2.9) 右边 的 力矩 项 为 零 , 积分 得 到 以 下 
非 完整 约束 条 件 


ġ + &sin 8 = wo (3.2.12) 
积分 常数 wo 是 转子 绝对 转速 的 稳 态 值 . 引入 常数 Ho, 定义 为 
Ho = Crwo (3.2.13) 


Ho 为 陀螺 的 动量 矩 常数 , 它 是 转子 绝对 动量 矩 的 稳 态 值 . 将 式 (3.2.12),(3.2.13) 代 
入 方程 (3.2.10),(3.2.11), 导出 理想 约束 条 件 下 陀螺 仪 的 稳 态 动力 学 方程 组 


Š AG) + Hosin B) = Mç (2.148) 


BË- 34 (B) é? — HoacosB = My (3.2.14b) 


RP A(G) 为 外 环 组 合体 相对 外 环 轴 的 惯性 矩 , 是 内 环 转角 有 的 函数 ; 常数 B 为 
内 环 组 合体 相对 内 环 轴 的 惯性 矩 


A(B)= Ao + O) + (A) + Ar — C1) cos? 8 
B=Bi + An 


A' (B) = — (A; + An — Ci)sin28 为 4(6) 的 导 函 数 , Mz 为 外 环 组 合体 上 作用 的 绕 
zo 轴 的 合力 矩 , My 为 内 环 组 合体 上 作用 的 绕 y 轴 的 合力 矩 


Mz = Moz + (Miz + M2z) c08 8 + (Miz + M22)sin 8 + Loz 
M, = Miy + May + Liy 


第 二 种 稳 态 的 恒 速 约束 条 件 为 


(3.2.15) 


(3.2.16) 


p=wo (3.2.17) 


其 中 常数 wo 的 定义 改 为 转子 相对 内 环 的 相对 转速 的 稳 态 值 . 动量 矩 常数 Ho 的 定 
义 也 相应 地 改 为 转子 相对 动量 矩 的 稳 态 值 . 将 式 (3.2.17) 代替 (3.2.12) 代入 方程 
(3.2.10),(3.2.11), 得 到 恒 速 约束 条 件 下 的 稳 态 运动 方程 组 . 它 在 形式 上 与 式 (3.2.14) 
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完全 相同 , 只 须 将 式 (3.2.15) 中 的 Ci 改 为 C, + Ca. 在 以 后 的 讨论 中 , 如 不 特殊 指 
明 , 一 般 只 讨论 理想 约束 的 稳 态 运动 , 所 得 结论 不 难 推广 到 恒 速 约束 情形 . 

Mz, My 为 零 的 陀螺 仪 称 为 自由 陀螺 , 它 要 求 内 、 外 环 轴承 光滑 无 摩擦, 且 支 架 
和 转子 的 质心 都 与 支承 中 心 重合 . 应 注意 , 带 万 向 支架 的 自由 陀螺 并 非 免除 一 切 外 
力矩 作用 , 因为 外 环 轴承 可 以 产生 与 外 环 轴 垂 直 的 约束 力矩 Loy 和 Loz 对 陀螺 的 
运动 产生 影响 . 


3.2.3 ”动力 学 方程 的 简化 
由 于 高 速 旋转 陀螺 仪 的 稳定 性 , 万 向 支架 的 转动 角速度 a, 6 极 小 , 如 允许 忽略 
其 二 阶 微量 , 则 动力 学 方程 组 (3.2.14) 简化 为 
A(6) ë + (Ho cos 0) Ë = M; (3.2.18a) 
BË — (Ho cos 8) é = My (3.2.18b) 


设 外 环 和 内 环 的 偏 角 a, 8 保持 在 某 个 稳 态 位 置 ao, fo 附近 , 令 
a=a0+Aa, p= +ARB (3.2.19) 
如 人 允许 忽略 Aa, AB 及 其 导数 的 二 阶 以 上 微量 , 则 式 (3.2.18) 简化 为 线性 方程 组 
Aä + HÀ = M; (3.2.20a) 
BË- Hë = My (3.2.20b) 


式 中 4 为 内 环 处 于 稳 态 位 置 时 外 环 组 合体 相对 外 环 轴 的 惯性 矩 , H 为 转子 的 动量 
AEWY zo 轴 的 投影 
A= A(ßo), H = Hocos po (3.2.21) 


在 多 数 情 况 下 , 极 轴 的 稳 态 位 置 与 外 环 轴 垂 直 , fo = 0, 以 上 定义 简化 为 
A=A +A +A, H=H (3.2.22) 


方程 组 (3.2.20) 也 可 直接 从 动量 矩 定理 导出 , 只 须 将 式 (3.2.5) 中 的 & 和 ñ 的 二 阶 
以 上 微量 略 去 , 简化 为 
wz=å, 由 = 房 ws=0 (3.2.23) 


设 po = 0, 将 线性 化 了 的 外 环 组 合体 绕 zo 轴 、 内 环 组 合体 绕 y 轴 和 转子 绕 z 轴 的 
动量 矩 分 量 综合 成 陀螺 的 总 动量 矩 H 


H = Aċi + BBj + Hk (3.2.24) 
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将 式 (3.2.23),(3.2.24) 代入 动量 矩 定理 的 投影 式 (2.2.32a), (2.2.32b), 即 直 接 导出 线 
性 方程 组 (3.2.20). 

在 第 7 章 的 陀螺 章 动 理论 中 将 要 证 明 : 转子 的 转速 极 高 且 外 力矩 变化 平缓 时 ， 
允许 从 陀螺 运动 方程 (3.2.20) 中 合 去 二 阶 导数 & 和 B, 简化 为 一 阶 线性 方程 组 , 称 
为 进 动 方程 . 


Hë = -My (3.2.25a) 
H = M; (3.2.25b) 


进 动 方程 可 看 作 是 略 去 内 、 外 环 质量 和 转子 的 赤道 惯性 矩 后 导出 的 陀螺 运动 方程 . 
作 以 上 近似 时 , 陀螺 的 动量 矩 矢量 H 与 转子 极 轴 的 方向 完全 一 致 , 令 


H=Hk (3.2.26) 


将 式 (3.2.23), (3.2.26) 代入 动量 矩 定理 (2.2.27), 可 直接 导出 进 动 方程 (3.2.25). 

在 进 动 方程 基础 上 建立 起 来 的 理论 称 为 陀螺 仪 的 进 动 理论 , 它 是 一 种 数学 形式 
十 分 简单 的 近似 理论 . 转速 足够 高 时 进 动 理论 能 成 功 地 解释 陀螺 运动 的 基本 现象， 
成 为 指导 陀螺 仪 的 研究 和 设计 的 工程 实用 理论 . 由 于 进 动 理论 略 去 了 万 向 支架 的 质 
量 , 因此 实际 选择 基准 坐标 系 (O 一 EnG) 时 , 不 一 定 要 求 £ 轴 与 陀螺 外 环 轴 一 致 . 只 
须 将 a, B 理解 为 极 轴 相 对 (O — EnG) 的 角度 坐标 , 而 不 一 定 代表 外 环 和 内 环 的 实际 
转角 . 不 过 这 并 不 意味 进 动 理论 可 以 完全 忽视 万 向 支架 的 存在 , 因为 在 确定 力矩 项 
Mz, My 时 必须 考虑 万 向 支架 的 力矩 传递 作用 .在 进 动 理论 中 一 般 不 必 有 严格 区 分 
转子 的 两 类 约束 条 件 , 因为 无 论 理 想 约束 或 恒 速 约束 , 进 动 方程 在 形式 上 完全 相同 ， 
只 是 常数 H 的 定义 为 转子 的 绝对 动量 矩 或 相对 动量 矩 而 有 所 区 别 . 转速 极 高 时 此 
微小 差别 也 可 忽略 . 

陀螺 运动 方程 经 过 多 次 简化 才 从 式 (3.2.14) 演变 为 (3.2.25) 的 简明 形式 , 因 
此 进 动 理论 只 能 作为 陀螺 仪 实际 运动 过 程 的 近似 描述 . 即使 对 于 未 经 简化 的 方程 
(3.2.14), 由 于 实际 陀螺 仪 存在 各 种 工艺 误差 、 轴 承 间隙 、 弹 性 变形 等 因素 , 也 不 能 
认为 是 绝对 正确 地 反映 陀螺 仪 的 实际 运动 . 因此 过 多 保留 运动 方程 中 的 次 要 因素 或 
育 目 追求 微分 方程 解 的 精确 性 , 致使 计算 公式 繁琐 元 长 的 做 法 并 不 可 取 . 在 以 后 的 
讨论 中 , 将 力求 用 简明 的 数学 形式 讨论 陀螺 仪 的 基本 运动 规律 . 
3.2.4 ”三 环 陀螺 动力 学 方程 

三 环 陀螺 是 在 内 环 与 外 环 之 问 再 增加 一 个 中 环 组 成 的 四 刚体 系统 . 将 原来 的 内 
环 改 为 中 环 , (O - zyz) 的 定义 改 为 中 环 的 主轴 坐标 系 . 内 环 相对 中 环绕 极 轴 z 的 
转角 记 作 y, 内 环 的 主轴 坐标 系 改 以 (O — ziyizi) 表示 ( 见 图 3.5). 这 种 结构 常见 
于 陀螺 罗 经 . 各 坐标 系 之 间 的 关系 为 ( 见 图 3.6) 
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图 3.5 三 环 陀螺 图 3.6 三 环 陀螺 的 中 环 和 内 环 


(O — En) -2> (O — zonzo) f; 


(O — zu) 相对 (O — zyz) 和 (O — EnC) 的 方向 余弦 矩阵 分 别 为 


(O -zyz) ——(O — zuun) — (O — zRURZR) 
ZI 21,2R 


cosy —siny 0 
C2 =| siny cosy 0 (3.2.27) 
0 0 Í 
chey —chey sbB 
Ce = | sasñcy+cosy -sasBsy+cacy -sach (3.2.28) 
—cosñcy 十 sas7 casBsy+sacy cach 


中 环 坐 标 系 (O — zyz)、 内 环 坐 标 系 (O — z1y1z1) 和 转子 坐标 系 (O - sryrzr) 均 
为 轴 对 称 转子 的 主轴 坐标 系 , z, z1, za 均 为 转子 的 极 轴 . 讨论 三 环 陀螺 的 运动 时 , 可 
将 (O - zyz) 代替 内 环 坐 标 系 作为 矢量 和 张 量 的 投影 坐标 系 . 内 环 转动 角速度 仍 记 
作 w, 其 相对 (O 一 zyz) 的 投影 为 


wz = ecos6，w = 房 ws=7Y+dsinp (3.2.29) 


由 于 进 动 理论 完全 忽略 万 向 支架 质量 , 且 中 环 的 存在 不 影响 极 轴 的 转动 自由 

度 , 因此 三 环 陀螺 的 进 动 方程 与 (3.2.25) 完全 相同 , 仅 须 增 加 内 环 组 合体 绕 极 轴 的 

转动 方程 . 将 上 式 代 入 (3.2.8a),(2.2.32c), 列 出 内 环 组 合体 的 欧 拉 方 程 对 z 轴 的 投 
影 式 , 略 去 二 阶 微量 后 得 到 

Qï = M, (3.2.30) 


其 中 C, 为 内 环 组 合体 绕 z 轴 的 惯性 矩 , M 为 作用 于 内 环 组 合体 的 绕 z 轴 的 合力 
矩 . 对 于 恒 速 约束 , 上 式 中 的 C, 应 改 为 Cl + Ca. 
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3.2.5 ” 复 摆 与 单 自由 度 陀螺 动力 学 方程 
如 转子 停止 转动 , 令 方程 (3.2.20) 中 H = 0, 得 到 
Aü = M; (3.2.31a) 
BË = M, (3.2.31b) 
当 力 矩 项 Ma, My 仅 包含 由 于 系统 的 质心 与 支点 不 重合 而 产生 的 重力 矩 时 , 方程 组 
(3.2.31) 就 是 万 向 支架 支承 的 二 自由 度 复 摆 的 动力 学 方程 . 其 中 每 个 方程 都 可 独立 
为 绕 固定 轴 转 动 的 单 自由 度 复 摆 的 动力 学 方程 . 
将 二 自由 度 陀螺 的 外 环 与 基 座 固定 , 令 o = 0, 方程 (3.2.20) 转变 为 单 自由 度 
陀螺 的 动力 学 方程 
HË = M; (3.2.32a) 
BË = M; (3.2.32b) 
方程 (3.2.32b) 与 复 摆动 力学 方程 (3.2.31b) 完全 相同 . 可 见 外 环 固定 后 , 无 论 转 


子 是 否 转动 , 内 环 的 运动 规律 均 与 复 摆 相 同 . 当 转子 转动 存在 动量 矩 H 时 , 方程 
(3.2.32a) 中 的 Mz 为 内 环 轴承 的 约束 力矩 , 与 惯性 力矩 自行 平衡 . 


33 ”运动 基 座 上 的 陀螺 动力 学 方程 


3.3.1 ”运动 基 座 上 的 进 动 方程 


一 般 情况 下 , 陀螺 的 基 座 均 处 于 运动 状态 . 即使 基 座 相对 地 球 静 止 , 也 存在 地 
球 自转 运动 . 设 基 座 (O — Ent) 绕 固定 点 O 在 惯性 空间 中 的 转动 角速度 为 


N = REE? + On + Q? (3.3.1) 


利用 (3.2.2) 导出 N 相对 (O — zyz) 轴 系 的 投影 


Nz = fe cos B + f, sinasin 8 — fç cosasin 8 (3.3.2a) 
Ny = cosa + sina (3.3.2b) 
f, = fe sin 8 — Ny sin a cos 8 + Sk cos a cos 8 (3.3.2c) 


在 内 环 角速度 中 增加 基 座 的 牵连 角速度 Q, 其 角速度 分 量 为 式 (3.2.23) 与 (3.3.2) 
各 投影 之 和 
ws =+ f, wy =+ Ry, u= M (8.3.3) 
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略 去 m p 的 二 阶 以 上 微量 后 化 作 
ws =à + fe — Qp 
wy = Ê + Q, + ska (3.3.4) 
ws = QB — ha + fk 


将 简化 的 动量 矩 定理 (2.2.27) 中 的 wi 略 去 下 标 , 以 式 (3.3.4) 代入 , $ H = Hk, 
导出 转动 基 座 上 的 陀螺 进 动 方程 

å — QB =- - 学 (3.3.5a) 
M: 
H 
设 陀螺 支点 O 随 载体 做 任意 运动 , a 为 O 点 的 加 速度 


A+ ka=-m+ (3.3.5b) 


a = ae&° + aqn? + a< (° (8.3.6) 


如 陀螺 的 质心 O. 与 O 点 不 重合 , 1 为 O 至 O; 的 矢 径 , 则 陀螺 在 随 O 点 平 动 的 坐 
标 系 内 有 牵连 惯性 力矩 M, 产生 


M. = lx (—ma) (3.3.7) 


在 方程 (3.3.5) 的 力矩 项 M;, My 中 增加 此 牵连 惯性 力矩, 即 成 为 基 座 做 任意 运动 
时 的 陀螺 进 动 方程. 


3.3.2 ”自然 坐标 系 


近似 将 地 球 看 作 理想 球体 , 设 地 球 表面 E 是 以 O. 为 球 心 , R= 6371 km 为 半 
径 的 球面 . EXN 是 与 8 重合 但 不 参与 地 球 自转 的 球面 , 它 只 随 O, 做 平 动 运动 . 
忽略 O, 点 的 加 速度 , .Y 可 视 为 惯性 坐标 系 . 以 沿 N 球面 运动 的 陀螺 支点 O 为 
原点 建立 直角 坐标 系 (O — XY2), Z 轴 沿 N 球面 的 法 线 方向 , 即 半径 O,O 的 延 
续 方向 或 O 点 处 的 地 垂 线 方向 . (X, Y) 坐标 面 在 O 点 与 N 球面 相 切 , 成 为 O 点 
处 的 切 平面 . 按 上 述 定义 的 坐标 系 称 为 达尔 布 (Darboux) 坐 标 系 . 根据 X 轴 和 了 轴 
的 不 同 规定 方法 , 可 有 各 种 达尔 布 坐标 系 . 

自然 坐标 系 是 一 种 常用 的 达尔 布 坐标 系 , 它 的 X 轴 沿 O 点 的 绝对 速度 矢量 V 
的 方向 , 即 O 点 在 .人 球面 上 运动 轨迹 的 切线 方向 , Y 轴 方 向 由 右手 定 则 确定 ( 见 
图 3.7). 自然 坐标 系 (O - XY Z) 的 O 点 速度 V 和 转动 角速度 Qp 分别 为 


V =vx° (8.3.8) 


Qp = yo +92, = (3.3.9) 


> I< 
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RP RA O REN 球面 上 的 轨迹 的 法 曲率 半径 , 即 地 球 半径 , p 为 测 地 曲率 半 
径 . 


Y go z 


图 3.7 自然 坐标 系 


定义 f 为 运动 坐标 系 内 单位 质量 物体 所 受 重力 与 惯性 力 的 合力 , 它 等 于 重力 
加 速度 与 O 点 的 加 速度 之 差 , 称 作 比 力 . 


f=g-a (3.3.10) 
对 于 自然 坐标 系 , g 和 a 分 别 为 


g = -92° (3.3.11) 


14 
a= + Qp x V (3.3.12) 


波浪 号 表示 对 转动 坐标 系 (O 一 XY Z) 的 局 部 导数 .将 式 (3.3.8), (3.3.9) RAR 
(3.3.12), 得 到 


R 


设 陀 螺 基 座 固定 于 自然 坐标 系 . 对 于 极 轴 位 置 在 地 垂 线 附 近 的 垂直 陀螺 仪 ， 令 
(O — én) 各 轴 依 次 与 X,Y,Z 重合 . 对 于 极 轴 位 置 在 水 平面 附近 的 方位 陀螺 仪 , 则 
改 令 (O -EnC) 各 轴 依 次 与 Z x, Y EA. 因此 利用 式 (3.3.9) 和 (3.3.13) 确定 基 座 
角速度 分 量 和 比 力 分 量 时 各 有 不 同 的 定义 , 如 表 3.1 和 表 3.2 所 示 . 


f=-vx°- vav’ ( - Z) (3.3.13) 


表 3.1 # 3.2 
做 M fx fe ha f 
垂直 陀螺 0 V/R r; EAR -v -VA -g+ (V2/R) 


方位 陀螺 n 0 V/R 方位 陀螺 -9 十 (V2/R) -V -vo 
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将 普遍 形式 进 动 方程 (3.3.5) 中 的 Ne, Du, Qç 以 表 3.1 的 第 一 行 代替 , 得 到 自然 
坐标 系 中 的 垂直 陀螺 进 动 方程 


à- Q8 = T (3.3.14a) 
B+ Qa = a së m (3.3.14b) 
改 用 表 3.1 的 第 二 行 , 得 到 自然 坐标 系 中 的 方位 陀螺 进 动 方程 
à- (z) pasia = (3.3.158) 
B+ (z) is Xe (3.3.15b) 


3.3.3 ”地 理 坐 标 系 


地 理 坐标 系 (O — ENZ) 是 另 一 种 达尔 布 坐标 系 , 仍 以 O 点 为 原点 , Z 轴 仍 沿 
地 垂 线 向 上 , 但 E 轴 沿 O 点 处 地 理 纬 线 的 切线 指向 东 , N 轴 沿 子午 线 的 切线 指向 
北 . 沿 地 球 表面 运动 的 载体 , 如 船舶 或 飞机 通常 以 (O — ENZ) 作为 姿态 参考 基准 ， 
因为 它 是 由 当地 水 平面 和 子午 面 所 构成 的 坐标 系 ( 见 图 3.8). 


图 3.8 地理 坐 标 系 


设 地 球 绕 极 轴 的 自转 角速度 为 Ne, 其 瞬时 旋转 轴 的 微小 变动 可 忽略 不 计 . 陀螺 
支点 O 由 于 地 球 自 转 和 载体 沿 地 球 表面 Z 的 相对 运动 而 改变 其 在 惯性 空间 中 的 
位 置 . 设 o 为 O 点 的 地 理 纬度 , O 点 的 绝对 速度 V 相对 (O — ENZ) 的 投影 式 为 

V = VgE? + Vy NŠ (8.3.16) 


其 中 
Vg = ug + f&kRcosó, Vs = uN (8.3.17) 
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其 中 vs,vw 为 O 点 相对 地 球速 度 v 的 投影 . 地 理 坐 标 系 的 转动 角速度 Qc 为 
po = -Hp + YE go + = tan óZ° (3.3.18) 


将 式 (3.3.12) 中 的 No 改 为 Na, 波浪 号 改 为 对 (O — ENZ) 的 局 部 导数 , 计算 
比 力 了 = g - a, 得 到 


2 
f=- (% = x tang) E- (w + Tunç) N= (o = x) Z° (3.3.19) 


将 陀螺 基 座 固定 于 地 理 坐 标 系 . 对 于 垂直 陀螺 仪 ,， 令 (0-6) 各 轴 依次 与 
E,N,Z 重合. 对 于 方位 陀螺 仪 ， 改 令 (O — 0) 各 轴 依 次 与 Z 已 N 重合 . 基 座 
角速度 分 量 和 比 力 分 量 重新 规定 如 表 3.3 和 表 3.4 所 示 . 


表 3.3 
3 fn fx 
垂直 陀螺 —VN/R VE/R (Ve/R)tan $ 
方位 陀螺 (Ve/R) tan $ -VN/R Ve/R 
表 3.4 
fe f. f 
垂直 陀螺 一 Ve + (VeVn/R)tanġ —Vs — (VŻ/R) tanġ —g+ (V2/R) 


方位 陀螺 -9+ (V2/R) —Ve + (VeVy/R) tan ġ -Ýn — (V2/R) tan $ 


利用 表 3.3 和 表 3.4 可 从 普遍 形式 的 进 动 方程 (3.3.5) 中 导出 地 理 坐 标 系 中 的 
垂直 陀螺 进 动 方程 


à- ($ tang) B= m _ 学 (3.3.20a) 

证 ($ üi °) < - + M (3.3.20b) 
或 地 理 坐 标 系 中 的 方位 陀螺 进 动 方程 

e (#)a= -将 tang- 2 (3.3.218) 


È+ ($) a=W L Mz (8.3.21b) 
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3.3.4 ”运动 基 座 上 的 复 摆 与 单 自由 度 陀螺 
转子 不 旋转 时 二 自由 度 陀螺 转变 为 二 自由 度 复 摆 ， 转 动 基 座 上 复 摆 的 动量 矩 


HZ 
H = Auosš + Buyj + Cwzk (8.3.22) 


其 中 4,C 为 内 环 组 合体 相对 z 和 z 轴 的 惯性 矩 . 将 上 式 代入 动量 矩 定理 (2.2.23), 
其 中 wi = w 以 式 (3.3.3) RA, 略 去 a, 8 及 其 导数 的 二 阶 以 上 微量 , 得 到 运动 基 座 
上 的 复 摆 运动 方程 
Aä — (A+ B — C) &Ë + (B — C) Ra — [A (k + (B — C) Rgn] p 
= -A@ + (B — C) y% + M; (3.3.23a) 


BË + (A+ B— C) (ë — (C — A) NP — [B ik + (C — A) dg n] a 
= —B Îl + (C — A) g% + My (3.3.23b) 
对 于 自然 坐标 系 中 的 复 摆 , 将 上 式 中 Qe, 02,, 2 以 表 3.1 的 第 一 行 代替 , 略 去 (V/R) 
的 二 次 项 , 得 到 
A&— (A+ B — O) Q — ANB = (8-2 +M, (3.3.248) 


BË + (A+ B — C) Rå + Bda = -BE +M, (8.3.24b) 


建立 转动 基 座 上 单 自 由 度 陀螺 运动 方程 时 , 设 外 环 与 基 座 固定 , a = 0, 内 环 成 
为 唯一 的 支架 . 利用 式 (2.2.34a) 和 (2.2.34b) 写 出 内 环 组 合体 对 z 轴 和 y 轴 的 欧 
拉 方 程 , 设 o 和 wi 分 别 为 转子 和 内 环 角速度 , 其 中 


wz =wiz = he, wy = uv = Ü + Q, 


oe (3.3.25) 

利用 理想 约束 条 件 , + Ho = Crwn 导出 
AQ, + [Ho + (O) — A)0,)( + Qy) = Mz (3.3.26a) 
B (Ö + 5,) - Bon, — (C1 — A) 2-2, = My (3.3.26b) 


式 中 4 =A +Ar, B = B, + AR 为 内 环 组 合体 的 惯性 矩 . 如 为 恒 速 约束 , 则 C, 
应 由 C1 + Ca 代替 . 力矩 项 中 包含 了 基 座 平 动 引起 的 牵连 惯性 力矩 . 利用 式 (3.3.2) 
将 方程 (3.3.26b) 变换 为 

B (Ë + ir) + Ho (Gc sin 8 — Gk cosp) — (C1 — A) Ë (92 ~ 98)sin2p 


+NN sin28] = My 
(3.3.27) 
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3.4 动力 学 方程 的 分 析 力学 表述 


3.41 ” 拉 格 朗 日 方程 


将 所 讨论 的 陀螺 系统 视 为 n 个 自由 度 的 动力 学 系统 ,以 广义 坐标 q; (a = 1, 
2,… ,n) 表示 系统 的 位 形 , 与 相应 的 广义 速度 q; (j = 1,2,…,n) 表示 系统 的 运动 状 
态 . 系统 的 动能 T 可 用 广义 坐标 和 广义 速度 表示 为 


T=To +T + T> (3.4.1) 


其 中 To, T, T> 分 别 为 广义 速度 4G = 1,2,…,n) 的 零 次 、 一 次 和 二 次 齐 次 式 


M- 


i 
T= ja， = Yuq, n=3), 


Ja j=1 k=1 


ajkq;qk (3.4.2) 


系数 oo,aj, aik 均 为 广义 坐标 q;( = 1,2,… ,n) 和 + 的 函数 . 设 Q;( = 1,2,… ,n) 
为 各 广义 坐标 对 应 的 广义 力 , 则 完整 系统 动力 学 方程 的 普遍 形式 为 

d /ər f 

(i) - =A (j = 1,2; ,n) (3.4.3) 


即 拉 格 朗 日 方程 . 利用 式 (3.4.1),(3.4.2), 将 拉 格 朗 日 方程 展开 为 以 广义 坐标 gG = 
1,2,… ,n) 为 未 知 变量 的 2n 阶 微分 方程 


= 2 m /ðaji lƏajk au _ ba 
asiq; + ( — S a= )e& +y (= E 
> iiia LE Og 2 ðq)” > ~ ðq 


ai ， 
+ tk G=1,2,--. ,n) (3.4.4) 


将 其 中 第 三 项 增加 负 号 , 称 为 陀螺 力 , 是 与 旋转 运动 引起 的 科 氏 惯性 力 有 关 的 广义 
速度 的 一 次 式 , WE Qs 


ðai _ 8a; 
-oo gj = > - (3.4.5) 


系数 gij (ü j= 1,… f) 具有 反对 称 性 , BI 


gj= gi, gi=0 (ii=1,2,..,n) (3.4.6) 
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陀螺 力 的 特殊 性 在 于 它 所 做 功 的 总 功率 为 堆 
> Q ah = -> 956g = 0 (3.4.7) 


i=1 i=1 j=1 
以 gij (i,j = 1,… , f) 为 元 素 组 成 的 矩阵 G = (95) 为 反对 称 和 矩阵 , 即 陀 螺 力矩 阵 . 
3.4.2 ” 拉 格 朗 日 方程 的 初 积分 


设 保守 系统 中 的 广义 力 存在 势能 V, 以 —8V /0q; 表示 有 势 的 广义 力 , 拉 格 朗 
日 方程 (3.4.3) 写作 


E GELE n) (3.4.8) 
其 中 L= T - V 为 拉 格 朗 日 函数 . 如 系统 中 还 存在 非 保守 力 , 则 上 式 右边 应 增加 
Q; 表示 的 非 保守 广义 力 . 


保守 系统 的 拉 格 朗 日 方程 在 某 些 情况 下 存在 初 积分 . 如 拉 格 朗 日 函数 工 或 动 
能 了 不 显 含 某 个 坐标 qg, 不 显 含 的 这 个 坐标 称 为 循环 坐标 . 对 应 的 广义 速度 4; 称 
为 循环 速度 . 由 于 ƏL/8q, = 0, 从 拉 格 朗 日 方程 (3.4.8) 导出 


d (ðL d /ər 
a (a) "a (8) =° Sen 
积分 得 到 
ðL _ ər 
a T g =C; (3.4.10) 


此 初 积分 称 为 循环 积分 , 对 应 的 坐标 称 为 循环 坐标 . 由 于 T/y 具有 动量 或 动量 
矩 量 纲 而 称 为 广义 动量 , 因此 循环 积分 的 物理 意义 为 : 与 循环 坐标 对 应 的 广义 动量 
FE, 可 称 作 广义 动量 积分 . 

设 拉 格 朗 日 函数 L 不 显 含 时 间 z, WJ L xf + 的 全 导数 为 


dL 2 (Z > ôL. 
= 和 s $ + Za) (3.4.11) 
dt > ag” 60 


将 拉 格 朗 日 方程 (3.4.8) 中 的 每 个 方程 乘 以 相应 的 q; 后 相 加 , 得 到 


Af, d (部 )- 好 - 
Gs [ər] 0 (3.4.12) 
> | 7 dt \ Od; Əq; 


将 式 (3.4.11), (3.4.12) 相 加 , 得 到 
dL & f, d (aL ôL 2 d /, ðL 
alg (a) teal Salta) — ea 
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交换 求 导 和 求 和 的 次 序 并 移 项 , 得 到 
d | 六 ðL z 
T bs 934 r) =0 (8.4.14) 


从 式 (3.4.14) 导出 初 积分 
.OL 
PR PPE 3.4.15 
Loa L 数 《 ) 


上 式 左 边 定义 的 函数 称 为 哈密 顿 函数 , 记 作 2 
z ƏL 

= j= — L 3.4.16. 

x 2 可 (3.4.16) 


初 积分 (3.4.15) 即 哈密 顿 函数 jp 守恒 . 将 式 (3.4.1),(3.4.2) 代入 式 (3.4.15), 利用 
欧 拉 齐 次 函数 定理 可 将 .xi 表示 为 


2 =T,- T+ V (3.4.17) 
对 于 定常 约束 的 特殊 情形 , To = Ti =0, T, = T, 上 式 化 作 
2 =T+V (3.4.18) 


则 初 积分 (3.4.15) 的 物理 意义 为 保守 系统 的 机 械 能 守恒 , 称 为 能 量 积分 ， 在 非 定 
常 约束 条 件 下 , 可 将 哈密 顿 函 数 26 视 为 系统 的 广义 能 量 , R (3.4.17) 可 写作 与 式 
(3.4.20) 相仿 的 形式 

2 =T,+V* (3.4.19) 


一 般 情 况 下 的 初 积 分 (3.4.15) 称 为 广义 能 量 积分 或 雅 可 比 积分 . 对 于 相对 匀速 转动 
坐标 系 运动 的 系统 , T, 为 系统 相对 动 参考 系 的 相对 动能 V° 为 系统 在 转动 参考 系 
内 的 相对 势能 , 由 主动 力 势能 V 和 坐标 系 转动 产生 的 离心 力 场 势 能 -To 两 项 组 成 


V*=V- T (3.4.20) 
因此 关于 雅 可 比 积分 (3.4.19) 的 物理 意义 可 理解 为 : 系统 相对 动 参考 系 运动 时 的 相 
对 动能 与 相对 势能 之 和 守恒 . 
3.4.3 ” 险 密 顿 正则 方程 
将 上 节 定 义 的 广义 动量 记 作 pj(j = 1,2,… ,n) 


ðL _ ən 
j= = a= =L, 3.4.21 
Pj 84 ` då, G n) ( ) 
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广义 坐标 和 广义 动量 的 集合 qj,pj(i = 1,2,…,n) 称 为 系统 的 正则 变量 . 系统 每 个 时 
刻 的 运动 状态 由 正则 变量 完全 确定 . 将 式 (3.4.1),(3.4.2) 代入 后 , 广义 动量 (3.4.19) 
为 广义 速度 (i = 1,2,…,n) 的 线性 函数 
Pi = Ji +a; (i=1,2,...,n) (3.4.22) 
j=1 
其 中 系数 oj (i,j = 1,… ,n) 与 式 (3.4.2) 中 动能 T, 公式 的 系数 相同 . 动能 的 物理 
性 质 决定 了 T; 必须 为 广义 速度 的 正定 函数 , 则 线性 代数 方程 (3.4.22) 可 解 出 
d = (q.p) (=1,2,..%,n) (3.4.23) 


其 中 以 q,p 表示 gj,pj(i = 1,2,- - -,n) 共 2n 个 变量 的 组 合 . 将 式 (3.4.23) 代入 式 
(3.4.16), 使 险 密 顿 函数 以 正则 变量 gj,p;(j = 1,2,…,n) 为 自 变量 , 写作 


H (apt) = 3 25 一 工 (2 人 (3.4.24) 


i=l 


将 X (q.p,t) 对 q; 求 偏 导 数 , 利用 式 (3.4.21) 和 拉 格 朗 日 方程 (3.4.9) 化 作 


再 将 X (q.p, t) 对 p; 求 偏 导数 , 得 到 

式 (3.4.25) 和 (3.4.26) 组 成 正则 变量 的 一 阶 微分 方程 组 , 称 为 哈密 顿 正则 方程 
E x. Gln (3.4.27a) 
js -党 Gaien (3.4.27b) 


与 拉 格 朗 日 方程 相 比 , 哈密 顿 正则 方程 是 具有 对 耦 形式 的 一 阶 方程 组 , 有 利于 数值 
积分 . 哈密 顿 正则 方程 也 是 第 13 章 讨论 陀螺 混沌 运动 时 采用 的 数学 模型 . 


3.4.4 ” 劳 斯 方程 
利用 3.4.2 节 叙 述 的 循环 积分 可 使 动力 学 微分 方程 降 阶 . 设 拉 格 朗 日 方程 存在 
m 个 循环 积分 (m < n), 对 应 于 m 个 循环 坐标 


au -BO (G =1,2,...,m) (3.4.28) 
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m 个 循环 积分 组 成 q; 的 线性 方程 组 , 可 解 出 m 个 循环 速度 q; (7 = 1,… ,m) 为 其 
£ n-m 个 非 循环 速度 各 (i= m +1,… ,n) 的 确定 函数 


dj = Qj (qaa: Qa Qa Cn Cmt) (G= lm) (3.429) 


利用 上 式 消去 动能 T 中 的 循环 速度 4; (G = 1,… m), 得 到 由 非 循环 坐标 q, 及 其 导 
# à ü= m-+1,--: ,nn)、 积 分 常数 C; ( = 1 … ,m) 和 时 间 + 表示 的 动能 函数 , 记 
fE T 


三 一下 (gm (3.4.30) 
计算 全 对 非 循环 坐标 q, 和 非 循 环 速度 q; (ü = m 十 1,… ,n) 的 复合 导数 , 化 作 
ôT 84; _ 3: 
站 = Ba TÈ + 06; 8q, +c 1 Ba: 
s Pš s (3.4.31) 
af _ ər ôi _ 
Iii 9 a 7 Od; Od =. Fog ås 


导出 
ôT 
Ba Oa 了 人 Eos] -器 Š 


j=1 


ar a [+, Anz ôR 
i D (| = x 
其 中 函数 R 为 非 循环 坐标 q, 及 其 导数 的 函数 , 称 为 劳 斯 (E. J. Routh) 函 数 ? 


他 = 到 十 1 (3.4.32) 


R=T -DY 06 (3.4.33) 


j= 

利用 关系 式 (3.4.32), 将 拉 格 朗 日 方程 (3.4.3) 中 的 动能 函数 T 置换 为 劳 斯 函数 R. 
得 到 n — m 个 独立 的 方程 组 , 称 为 劳 斯 方程 

ro G=m+L1,--.. W (3.4.34) 


劳 斯 方程 (3.4.34) 完全 确定 非 循环 坐标 gi (i =m + 1,… , f) 的 变化 规律 , 使 动力 学 
微分 方程 的 阶 数 从 2n 阶 降 为 2(n — m) 阶 . 


@ 分 析 力学 著作 中 通常 将 劳 斯 函数 定义 为 R = L — PII L= T - V. 此 处 将 劳 斯 函数 定义 中 的 
L 改 为 T, 则 所 构成 的 劳 姑 方程 不 受 系统 保守 性 限制 而 更 具 音 所 性， 更 适合 对 陀螺 系统 具体 问题 的 应 用 . 
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35 多 陀螺 系统 的 动力 学 方程 


3.5.1 ”框架 陀螺 的 正则 方程 
应 用 上 述 分 析 力 学 方法 列 写 框架 陀螺 的 动力 学 方程 . 取 卡 尔 丹 角 为 广义 坐标 ， 
对 应 的 力矩 分 量 为 广义 力 
=a, p=, q = (3.53) 
Qı = Mz, Q> = My, Qs = M; 
根据 式 (2.2.14) 列 写 陀螺 各 部 件 的 动能 , 其 中 的 内 环 角速度 投影 oz, wy, w 以 式 
(3.2.5) RA, 相 加 为 陀螺 的 总 动能 了 
r= [A (B) 4? + BË? + Ca (ë+ sing] (3.5.2) 
其 中 4 (6) 和 B 的 定义 见 式 (3.2.15). 由 于 动能 式 (3.5.2) PRERE o, 存在 相应 
的 循环 积分 . 在 理想 约束 情形 为 


Pe = EA = Cr ($ + åsin 8) = Ho (3.5.3) 


根据 3.2.2 节 的 分 析 , 轴 对 称 转子 稳 态 运动 时 即 存在 此 初 积分 , 而 不 受 系统 的 作用 

力 是 否 具有 保守 性 的 限制 . 将 式 (3.5.1),(3.5.2) 代入 拉 格 朗 日 方程 (3.4.3), 考虑 循环 

积分 (3.5.3), 即 导出 与 式 (3.2.14) 一 致 的 框架 陀螺 动力 学 方程 组 . 

除 pe 以 外 , 系统 的 另 两 个 广义 动量 为 

ər 

à 
pa = z = Bñ 

从 式 (3.5.3),(3.5.4) 解 出 


Pa = => = A (P) à + Cr (ó + àsin 8)sin 8 


(3.5.4) 


— Hosin 0) i s 
3.5.5 


静止 基 座 上 的 框架 陀螺 属于 定常 约束 , 式 (3.4.18) 表明 , 哈密 顿 函数 等 于 动能 与 势 
能 之 和 . 将 式 (3.5.5) 代入 式 (3.5.2), 与 势能 V 相 加 , 得 到 用 广义 坐标 和 广义 动量 表 
示 的 哈密 顿 函数 xp 

w=! = Ho sin 6)? ph 


A) PET z +V (@,ß) (3.5.6) 
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代入 方程 组 (3.4.27), 列 出 哈密 顿 正则 方程 形式 的 陀螺 动力 学 方程 


加 = 一 5 
”ea (3.5.7) 


. _ (Pa — Hosin B) [A (B) Ho cos — A' (8) 
Peso A (0) 


将 正则 方程 中 的 广义 动量 转换 为 广义 速度 , 即 得 到 与 方程 组 (3.2.14) 相同 的 结果 . 
对 于 势能 V 不 含 a 的 特殊 情形 , 外 环 转角 a 为 另 一 个 循环 坐标 . 
3.5.2 ”框架 陀螺 的 劳 斯 方程 
循环 积分 式 (3.5.3) 可 用 于 构成 劳 斯 方程 以 减少 未 知 变量 的 个 数 . 对 于 单个 陀 
螺 情 形 , 令 = 3, m = 1, 按 式 (3.4.33) 的 定义 , 劳 斯 函数 R 为 
R=T- Hoy (3.5.8) 
利用 式 (3.5.3) 消去 动能 式 (3.5.2) 中 的 循环 速度 bo 代入 上 式 略 去 常数 项 , 得 到 
R= š {[a +O, + (41 + An — C1) cos? 6] à? + (B, + Ar) $? +2Hoésin 8) 
(3.5.9) 


代入 劳 斯 方程 (3.4.34), 即 得 到 广义 坐标 数 减少 为 2 的 陀螺 稳 态 运动 方程 组 (3.2.14). 
在 恒 速 约束 情形 , $ o = Ho/Ca, 劳 斯 函数 为 


R= Hoto + (A: + Ar — C1) cos? 8 + Cr sin? Plo? 
+ (Bı + Ar)Å? + 2Ho& sin 8) (8.5.10) 


代入 劳 斯 方程 (3.4.34), 得 到 恒 速 约束 的 陀螺 稳 态 运动 方程 组 . 对 于 po = 0 的 小 偏 
角 情 形 , 在 劳 斯 函数 R 的 表示 式 中 仅 须 保留 a, 8 及 其 导数 的 二 次 项 , 即 直接 导出 
线性 化 的 动力 学 方程 组 (3.2.20). 

如 动量 矩 常数 Ho 足够 大 , 在 式 (3.5.8) 或 (3.5.9) PEERS Ho 的 项 和 常数 
项 , 劳 斯 函数 简化 为 

R = Hoåsin 8 (3.5.11) 

则 进 动 方程 的 推导 可 极 大 简化 . 定义 简化 劳 斯 函数 R* 为 动量 矩 常数 Ho 与 内 环 角 
速度 沿 极 轴 的 投影 wz = sin p 的 乘积 


R* = Hou, (8.5.12) 
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设 pe = 0, 只 保留 二 阶 微量 , 化 作 


R* = Foap (3.5.13) 
将 劳 斯 方程 (3.4.34) 中 的 R 改 为 R*, 称 为 简化 劳 斯 方程 
d /ƏR'X ƏR ; 
CO T G=1,2,... ,n) (3.5.14) 


将 式 (3.5.13) 代入 后 , 即 直 接 得 到 进 动 方程 (3.2.25). 两 种 不 同 约束 条 件 对 应 的 简化 
劳 斯 函数 R* 及 由 此 导出 的 进 动 方程 在 形式 上 完全 相同 , 只 是 Ho 的 定义 有 所 区 别 . 

对 于 基 座 转动 情形 , 只 须 将 o, 换 成 w: + 9,, 0, 为 基 座 牵连 角速度 沿 极 轴 的 
投影 , 如 (3.3.2c) 所 示 . bo = 0 时 只 保留 二 阶 微量 , 劳 斯 函数 为 


R'=H [e+ %) B- Q,a + k 4 u >) (3.5.15) 


将 上 式 代 入 简化 劳 斯 方程 (3.5.14), 即 得 到 转动 基 座 上 的 陀螺 进 动 方程 (3.3.5). 
3.5.3 ” 双 陀 螺 系 统 动力 学 方程 


利用 简化 劳 斯 方程 建立 由 多 个 陀螺 仪 组 成 的 复杂 系统 尤 能 显示 出 优越 性 ， 设 
多 陀螺 系统 由 n 个 陀螺 G, ( = 1,2,… ,n) 组 成 , Hjo,wj: 分 别 为 G, 的 动量 矩 党 
数 及 内 环 沿 极 轴 的 角速度 投影 , 系统 的 简化 劳 斯 函数 定义 为 


R* = Y Hiow;: (3.5.16) 
j=1 

先 讨论 n = 2 的 双 陀螺 系统 , 它 由 球形 壳 体 和 装 在 球 壳 内 的 两 只 单 自 由 度 陀螺 
G; 0 =1,2) 共 5 个 刚体 组 成 . 球体 悬浮 在 比重 接近 的 液体 内 , 以 浮 心 O 为 支点 
可 绕 任意 轴 自 由 转动 , 相当 于 三 环 陀螺 中 用 无 质量 的 外 环 和 中 环 支承 起 来 的 内 环 . 
设 (O — zyz) 为 固 结 于 球体 的 参考 坐标 系 ; (O 一 z;u;z;) G = 1,2) 为 固 结 于 各 陀螺 
G; 框架 的 主轴 坐标 系 , 其 中 zi 为 框架 转轴 , 均 与 > 轴 平 行 , z; 为 转子 极 轴 ?. 由 于 
联 杆 机 构 的 运动 学 约束 作用 , 两 只 陀螺 框架 在 球 壳 内 只 能 作 方向 相反 、 角 度 相 等 的 
转动 , 极 轴 z1, za 与 z 轴 有 相同 的 夹 角 = ( 见 图 3.9). 设 两 只 陀螺 有 相同 的 动量 矩 常 
数 Ho, 其 动量 矩 合 矢量 沿 z 轴 方 向 . 定义 o, p, y 为 球体 相对 基 座 的 角度 坐标 , 则 球 
体 的 瞬时 角速度 w 在 (O — zyz) 轴 系 中 的 投影 wr, wy, wz 与 三 环 陀 螺 的 内 环 角 速 

度 投影 (3.2.29) 完全 相同 


ws = @&cosB, wy=ĝ, ws= dsinB+y (3.5.17) 


O itt (O 一 ai 二 各 坐标 轴 的 下 标 j 表示 多 陀螺 系统 中 的 陀螺 标号 ， 不 同 于 3.2.1 节 中 以 i=1,2 
表示 单个 陀螺 的 外 环 和 内 环 . 
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计算 w 相对 z; 轴 的 投影 wjz (j = 1,2). 


Wiz = Wy Sin € + Wz COSE, W2z = 一 wy Sin € + Wz COSE (3.5.18) 
将 上 式 代 入 简化 劳 斯 函数 (3.5.12), 得 到 f 
R* = 2Hou, cose (3.5.19) 


基 座 绕 O 点 转动 时 , 上 式 中 的 wz 必须 换 成 o, + N. 只 保留 二 阶 微量 , 将 式 (3.3.2c) 
表示 的 0, 代入 , 得 到 

R* = 2Ho cose ++ 098- ma 0 (-$-5)] (3.5.20) 
定义 以 下 广义 坐标 和 广义 力 


和 = p=, q = U=E (8.5.21) 


Qı = Mz, Q2 = My, Qs = Mz, Qa = M; 


其 中 Ma, My, M, 为 作用 于 球体 的 力矩 沿 (O — zyz) 轴 系 的 投影 , M, 为 球体 通过 弹 
簧 作用 于 两 只 陀螺 框架 的 绕 z 轴 的 大 小 相等 、 方 向 相反 的 一 对 内 力矩. 将 式 (3.5.20) 
代入 简化 劳 斯 方程 (3.5.14), 只 保留 除 = 以 外 的 全 部 广义 坐标 和 速率 的 一 次 项 , 得 
到 双 陀 螺 系 统 的 进 动 方程 组 


M, 


Pay dopo y 
-b= -0 gp se (3.5.22a) 
š M; 

B+ fa = -+ (3.5.22b) 
ñ P Me 

Y — fo + fkB = —f + 2Hosinz (8.5.22c) 
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£ (2Ho cose) = Mz (3.5.22d) 
Ë e fE eo 附近 小 范围 内 变动 , eo 为 联 杆 居中 时 的 < 值 
e=e0+6 (3.5.23) 
定义 常数 Hı, H2 为 
Hı =2Hocoseo, Ho=2Hosineo (3.5.24) 


将 式 (3.5.23) 代入 方程 组 (3.5.22), 只 保留 5 的 一 阶 微量 , 简化 为 


å — QB=—Qe— Me (3.5.25a) 
Hı 

+ M; 

$+ (a= + Tr (8.5.25b) 

y- Ma + Up= -k + = (3.5.25c) 

¿= -其 (3.5.25d) 


基 座 平 动 时 , 各 力矩 项 中 还 应 包含 牵连 惯性 力矩 . 
3.5.4 ”四 陀螺 系统 动力 学 方程 

讨论 n = 4 的 四 陀螺 系统 , 它 由 万 向 支架 的 内 、 外 环 以 及 装 在 内 环 上 的 4 只 
单 自由 度 陀 螺 G; (j = 1,2,3,4) 共 10 个 刚体 组 成 . 设 各 陀螺 G; 的 支架 坐标 系 为 
(O—z;j) (= 1,2,3,4), z; 轴 为 转子 极 轴 , Gi, G2 的 支架 转轴 zi za; Ga, Ga 
的 支架 转轴 ys ya 均 与 z 轴 平 行 . G1 与 Ga 的 支架 之 间 、Gs 与 G4 的 支架 之 间 分 
别 受 到 联 杆 的 运动 学 约束 , 它们 只 能 相对 内 环 作 方向 相反 、 角 度 相 等 的 转动 . 联 杆 
居中 时 z 和 zz 轴 分 别 沿 y 轴 的 正 向 和 负 向 , zs 和 z+ 轴 分 别 沿 z 轴 的 正 向 和 负 向 
( 见 图 3.10). 设 a, 6 为 外 环 和 内 环 的 转角 , y 为 zu z2 轴 偏 离 y 轴 的 转角 , 6 为 za， 
za 轴 偏 离 z 轴 的 转角 . 各 陀螺 极 轴 z; (j = 1,2,3,4) 相对 (O - zyz) 轴 系 的 方向 余 
RER 3.5 内 列 出 . 

设 o 为 内 环 角速度 , 考虑 基 座 牵 连 转动 时 o 沿 (O — zyz) 的 分 量 we, wy, wz 
与 式 (3.3.3) 相同 

Qr=6G+ f, u =+ y, ws= 0, (8.5.26) 


各 陀螺 支架 的 角速度 o, (i = 1,2,3,4) 为 
wi2 = @ + ík (3.5.27a) 


waa =w + Àk (3.5.27b) 
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图 3.10 ”四 陀螺 系统 


表 3.5 
zı z2 z3 Za 
z —siny —siny cosó —cos ó 
Y cos y — cosy sinó sinó 
z 0 0 0 0 


利用 表 3.5 计算 wj 对 各 自 极 轴 z; 的 投影 w;; (i = 1 2,3,4) RRE a,b, y, ô 的 二 
次 项 , 得 到 


= $ — (å + 0) + 0, 人 一 $) +% (a+ B?) (3.5.28a) 
was = -$ — (à + fe) — Q, (. = z) — (x (e — py) (3.5.28b) 
waz = ú + Dó + fe 人 一 $F)+ ô — fe (8 — on) (8.5.28c) 


“e= -at n (1- Z) Atko — (5284) 
设 各 陀螺 有 相同 的 动量 短 常 数 Ho, 将 上 式 代入 简化 劳 斯 函数 (3.5.16), 得 到 


R° = 2Ho [B5 — (à + 1%) Y+ Mð + A (a + pm)] (3.5.29) 
定义 广义 坐标 和 广义 力 为 
Q= p=, q=w q =ó (3.5.30) 


Qı = M+, Q2 = My, Qs = My, Qa = Ms 
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其 中 Ma, M, 分 别 为 外 环 组 合体 和 内 环 组 合体 上 作用 的 绕 各 自转 动 轴 的 力矩 , M. 
为 内 环 通过 弹簧 作用 于 G1, G2 框架 的 绕 z 轴 的 大 小 相等 、 方 向 相反 的 一 对 内 力矩， 
Ms 为 内 环 作用 于 Gs, Ga 框架 的 另 一 对 内 力矩 . HR (3.5.29) 代入 简化 劳 斯 方程 
(3.5.14), 略 去 Ho 的 下 标 , 得 到 四 陀螺 系统 的 进 动 方程 组 


à- kp =-% + 他 (3.5.318) 
B+ Go = -0,- 学 (3.5.31b) 
y+ 6 = -4% (3.5.31c) 
-y= 学 (3.5.31d) 


第 7 章 中 分 析 四 陀螺 稳定 器 时 , 需要 保留 二 阶 导数 的 陀螺 动力 学 方程, 为 此 必 
须 写 出 系统 G 的 未 经 简化 的 劳 斯 函数 . 设 基 座 静止 , 只 保留 二 阶 微量 , 四 陀螺 系统 
的 总 动能 为 


a 


4 
> A1å? + Aab? + B14? + Bò? + Y C; (wz + pi) (3.5.32) 


j=1 
其 中 A), As 分 别 为 外 环 组 合体 和 内 环 组 合体 相对 各 自转 动 轴 的 惯性 矩 ，B:, Ba 分 
别 为 陀螺 G1, Gz 的 框架 组 合体 和 Ga, Ga 的 框架 组 合体 相对 各 自转 动 轴 的 惯性 矩 ， 
Cj, ó; 为 G; 的 转子 极 惯性 矩 和 自转 角速度 , wj 的 定义 见 (3.5.27). 对 于 理想 约束 
情形 , 存在 循环 积分 


g 


ər 
Sz =O +u) = Ho (j =1,2,3,4) (3.5.33) 
py 


利用 上 式 消去 式 (3.5.32) 中 的 循环 速度 %j, 代入 未 经 简化 的 劳 斯 函数 , 得 到 


/orT\. 1 š x 
R=T->` (Z) bj =R + > (418? +A? + Bi? + B$?) (3.5.34) 
= DO 2 


式 中 R* 为 简化 劳 斯 函数 (3.5.29). 将 上 式 代 入 劳 斯 方程 (3.4.34), 得 到 保留 二 阶 导 
数 的 四 陀螺 系统 的 动力 学 方程 组 


Aë — Hý = M; (3.5.35a) 
Bığ + Hà = My (3.5.35b) 
A: + Hö = My (8.5.35c) 


B — HÅ = Ms (3.5.35d) 
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在 重力 作用 下 绕 支 点 可 自由 摆动 且 质 心 与 支点 不 重合 的 刚体 称 为 复 摆 ， 讨 论 
复 摆 的 运动 有 助 于 理解 陀螺 仪 的 运动 规律 . 不 仅 因为 复 摆 是 转子 不 旋转 时 框架 部 件 
的 力学 模型 而且 因为 单 自由 度 陀螺 与 复 摆 有 着 完全 相同 的 动力 学 方程 LEL 
为 指示 地 垂 线 或 量 测 加 速度 的 元 件 而 成 为 陀螺 指示 仪表 的 组 成 部 分 . 1916 AH 
从 理论 上 证 明 : 如 重力 摆 的 周期 等 于 84.4 分 钟 , 则 具有 不 受 载体 加 速度 影响 而 保持 
KWEA- KHEN. 虽然 实际 上 舒 勤 周 期 在 单 摆 或 复 摆 上 均 不 可 能 实现 , 但 它 对 
陀螺 摆 和 陀螺 罗 经 避免 千 扰 问 题 具 有 指导 意义 . 单 自 由 度 陀 螺 是 由 单个 框架 和 转子 
组 成 的 陀螺 仪 , 也 是 1851 年 傅 科 在 巴黎 科学 院 展示 的 最 早 的 陀螺 仪器 . 原则 上 传 
科 陀 螺 可 在 地 球 自转 产生 的 陀螺 力矩 推动 下 跟踪 地 球 子 午 面 .但 具体 实现 为 指 北 
仪器 存在 不 少 困难 . 单 自由 度 陀螺 附加 弹 作 和 阻尼 器 可 构成 速率 陀螺 或 积分 陀螺 ， 
用 于 载体 角速度 或 转角 的 量 测 . 也 可 用 于 力矩 转 挽 构成 控制 力矩 陀螺 . 此 外 , 本章 
还 讨论 与 框架 和 转轴 的 弹性 变形 有 关 的 更 具 普遍 性 的 问题 , 如 转子 旋转 轴 的 弯曲 振 
动 和 临界 转速 、 不 等 刚度 和 载体 振动 引起 的 陀螺 漂移 以 及 考虑 框架 弹性 变形 的 陀 
螺 固 有 频率 等 问题 . 
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4.11 SERERE 
在 重力 作用 下 绕 支 点 可 自由 摆动 且 质 心 与 支点 不 重合 的 刚体 称 为 复 摆 ， 如 框 
架 陀 螺 的 外 环 与 基 座 固定 , 转子 与 内 环 固 定 , 则 内 环 组 合体 成 为 绕 内 环 轴 转 动 的 单 
自由 度 复 摆 . W ç 轴 沿 地 垂 线 向 上 , 质心 O. 相对 O 点 沿 z 轴 向 下 偏 移 , O. 的 矢 
BLR z 轴 的 负 方 向 , 6 AARAA ( 见 图 4.1). 复 摆 质 量 为 m 时 , 重力 对 悬挂 
轴 y 的 力矩 为 
M, = -usin 8 (4.1.1) 
参数 / 为 摆 重 与 距离 ! 的 乘积 , 称 为 摆 性 系数 
u= mgl (4.1.2) 
忽略 地 球 自转 影响 , 将 式 (4.1.1) RAR (3.2.31b), 得 到 复 摆 的 动力 学 方程 


BB+usin8=0 (4.1.3) 
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* = = B, v =b, HAR (4.1.3) 化 作 一 阶 微分 
方程 组 


j=- (5) sing (4.1.4a) 
ż=y (4.1.4b) 


将 此 二 式 相 除 消去 时 间 的 微分 , 得 到 


OL aw 
z, y 为 确定 复 摆 运 动 状态 的 状态 变量 , 对 应 于 (z,y) 
平面 上 的 点 , 称 为 相 平面 和 相 点 . 方程 (4.1.5) 的 解 
z(t) ,y(t) 在 相 平面 上 的 轨迹 称 为 相 轨 迹 ， 相 轨 迹 
的 奇 点 z, = 0 或 +n, ys = 0 与 复 摆 的 平衡 位 置 相 
对 应 , 即 复 摆 的 重心 与 地 垂 线 重合 的 两 个 位 置 . 其 


中 重心 在 支点 下 方 为 下 摆 , 在 支点 上 方 为 上 摆 . 利用 附录 三 的 一 次 近似 式 (A.3.6) 
判断 , z, = 0 为 中 心 , zs = +z 为 鞍点 . 表明 下 摆 的 平衡 位 置 稳定 , 上 摆 的 平衡 位 置 
不 稳定 . 方程 (4.1.5) 在 (z,y) 相 平面 上 所 确定 的 相 轨迹 如 图 4.2 所 示 , 过 鞍点 的 分 
隔 线 将 相 平面 划分 为 摆动 区 和 回转 区 ， 复 摆 的 初始 角速度 小 于 某 临界 值 时 相 点 在 
摆动 区 内 , 复 摆 在 地 垂 线 附近 做 等 幅 摆 动 . 大 于 此 临界 值 时 相 点 进入 回转 区 , 复 摆 


做 单方 向 回转 运动 . 


图 4.2 复 摆 的 相 轨 迹 图 


如 复 摆 存 在 黏 性 阻尼 , 阻尼 力矩 与 角速度 ó 成 正比 , D 为 阻尼 力矩 系数 , 则 复 


摆 上 绕 y 轴 的 合力 矩 为 


将 式 (4.1.6) 代入 式 (3.2.31b)， 


M, = -usin p — DÈ (4.1.6) 
得 到 有 阻尼 的 复 摆动 力学 方程 


BB+DB+usin8=0 (4.1.7) 
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也 可 消去 时 间 变 量 , 化 作 
W (z) sinz + ay (4.1.8) 
dz B) y 


其 中 a = B/ 利用 表 A.3 判断 z, = 0 的 奇 点 性 质 , 可 得 出 : 当 D < 2/Bn 时 , 奇 
点 从 中 心 转变 为 稳定 焦点 , 复 摆 做 衰减 的 周期 摆动 (图 4.3(a)). D > 2/Bu 时 奇 点 
为 稳定 结 点 , 复 摆 做 衰减 的 非 周期 运动 (图 4.3(b)). 无 论 焦点 或 结 点 , 只 要 有 阻尼 
存在 复 摆 的 运动 都 逐渐 趋 于 静止, 然后 保持 与 地 垂 线 位 置 一 致 . 


Y 


(a) D<2 Bu (b) D>2 Bu 
图 4.3 有 阻尼 复 摆 的 相 轨 迹 图 


4.1.2” 复 摆 的 微 振动 
复 摆 做 小 偏 角 摆动 时 , 只 保留 方程 (4.1.7) 中 8 的 一 次 项 , 简化 为 线性 方程 


BB+DB+1B=0 (4.1.9) 
或 改写 为 
B+2CkB+k2B=0 (4.1.10) 
其 中 上 为 无 阻尼 复 摆 的 固有 频率 , ¿ 为 阻尼 系数 
Sye o gae 
k= "a ç = 275; (4.1.11) 


根据 线性 振动 理论 , 复 摆 自 由 振动 的 性 质 取决 于 阻尼 系数 (, 4 = 0 时 无 阻尼 复 
摆 做 等 幅 自 由 振动 , 周期 为 


T= 至 (4.1.12) 


5 < 1 时 为 衰减 振动 , 周期 大 于 无 阻尼 情形 


(4.1.13) 
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< > 1 时 复 摆 做 衰减 非 周期 运动 . 5 = 1 为 临界 情形 . 此 结论 也 可 从 附录 三 中 利用 奇 


点 的 定性 分 析 中 得 出 . 
如 复 摆 上 除 重力 矩 和 阻尼 力矩 以 外 还 受到 常 值 力矩 Mo 作用 , 则 运动 方程 为 


BË + DÅ + uB = Mo (4.1.14) 
B 存在 常 值 特 解 B,, 对 应 于 复 摆 的 静态 平衡 位 置 
b= 将 (4.1.15) 


方程 (4.1.14) 的 一 般 解 是 特 解 (4.1.15) 与 齐 次 方程 (4.1.9) 的 一 般 解 的 登 加 , 表示 复 
摆 在 常 值 偏 角 6。 附近 做 衰减 的 周期 或 非 周期 运动 . 如 复 摆 上 受到 频率 为 " 的 简谱 
变化 力矩 Wo sinwt 的 激励, 动力 学 方程 为 


B+2CkB + k28 = k?p sinwt (4.1.16) 


Bs 的 定义 同 式 (4.1.15), 它 表示 与 幅 值 Mo 相等 的 常 值 力矩 作用 下 复 摆 的 常 值 偏 角 . 
引入 复 变 量 z = a + ib, 方程 (4.1.16) 是 以 下 复数 方程 的 虚数 部 分 


Ë + 2Çkš; + k?z = k? paet (4.1.17) 
根据 线性 振动 理论 , 此 方程 的 受 迫 振动 特 解 为 
z = oBsei(et—6) (A.1.18) 


复 摆 的 受 追 振动 规律 由 式 (4.1.18) 的 虚数 部 分 确定 . o 为 受 迫 振动 振幅 与 A, 之 比 ， 
称 为 放大 因子 , 6 为 受 迫 振动 与 激励 力矩 之 间 的 相位 差 . 设 量 纲 为 一 量 s = w/k 为 
激励 频率 与 无 阻尼 固有 频率 之 比 , 则 o 和 ó 可 表示 为 和 < 的 函数 

1 


y0- 82)? + (26s)° 


2 
ó = arctan ( i <) (4.1.20) 


图 4.4 和 图 4.5 为 以 〈 为 参 变量 的 o, ó 与 s 之 间 的 函数 曲线 族 , 即 复 摆 受 迫 
振动 的 幅 频 曲 线 族 和 相 频 曲线 族 . 图 4.4 中 的 虚线 表示 曲线 族 的 峰值 . 根据 曲线 的 
几何 性 质 判断 , 受 迫 振 动 规律 具有 以 下 特点 : 

l)s<1, wk 

o 接近 于 1,6 接近 于 零 , 8 的 变化 规律 可 近似 表示 为 


-M09 
B= m (4.1.21) 


(4.1.19) 


PS 
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n/2 


0 


图 4.5 复 摆 受 迫 振动 的 相 频 曲线 族 


对 比 式 (4.1.21) 与 式 (4.1.15) 可 以 看 出 , 缓慢 变化 的 激励 力矩 与 复 摆 受 迫 振 动 的 关 
系 接近 于 常 值 力矩 与 复 摆 常 值 偏 角 的 关系 . 原因 是 当 复 摆 缓慢 运动 时 , 与 6 成 比例 
的 重力 矩 远 远大 于 与 8 的 一 阶 和 二 阶 导 数 成 比例 的 阻尼 力矩 和 惯性 力矩 , 因而 可 
略 去 后 者 使 重力 矩 单独 与 激励 力矩 平衡 . 

2)s<1, wk 

o 急剧 增 大 , ó 接近 于 r/2, 复 摆 产 生 谐振 现象 . 

3)s> 1, w>k 


0 接近 于 零 , 5 接近 于 x, 复 摆 对 高 频 变 化 的 干扰 作用 无 响应 . 如 激励 力矩 为 高 
频 变 化 的 任意 周期 函数 , 将 M (t) 展 成 传 里 叶 级 数 , 复 摆 只 对 其 中 的 零 次 项 产生 响 
应 , 受 迫 振动 规律 近似 为 


.84. 陀螺 力学 (第 二 版 ) 


~ 
Be 


(M) 为 傅 里 叶 级 数 的 零 次 项 , 即 M (t) 在 一 个 周期 7 = 2r/w 内 的 平均 值 


(4.1.22) 


M= f M (t)dt (4.1.23) 


4.1.3 ”运动 基 座 上 的 复 摆 

基 座 运动 时 复 摆 运 动 方程 的 力矩 项 中 应 增加 支点 加 速度 引起 的 牵连 惯性 力矩 
M.. 设 O 点 在 复 摆 摆 动 平 面 内 做 任意 运动 , 加 速度 a 对 £, 轴 的 投影 为 agac, 
比 力 了 为 


了 = —ae8° — (g + ac) ° (4.1.24) 
所 引起 的 重力 与 牵连 惯性 力 的 合力 和 矩 为 
M=ixmf (4.1.25) 


将 (4.1.24) 和 1 = 一 lk 代入 (4.1.25), 3F3 Fa 8kFEEB JE EF, 导出 复 摆 绕 y 轴 的 合力 
d 


= = e 5 一 DB 
My =n Ë 人 十 Ja] ó (4.1.26) 


Fa 


" as ae 
Ë + Ck + k (+ aE P (4.1.27) 
分 别 讨论 以 下 几 种 情形 : 

1) 支点 沿 水 平 轴 运 动 , 速度 缓慢 变化 


设 oe 缓慢 变化 , ac = 0, REHEJES REJETE, 利用 式 (4.1.21) 导出 


=% 4.1.21 
8 7 (4.1.28) 


水 平 加 速度 at 使 复 摆 的 静态 位 置 偏离 地 垂 线 . A (4.1.28) 表示 用 复 摆 指 示 的 视 垂 
线 偏离 实际 垂 线 的 误差 角 , 它 与 ae 成 正比 , 以 9 的 倒数 为 比例 系数 . 因此 可 将 复 摆 
用 于 量 测 载体 的 水 平 加 速度 . 

2) 支点 沿 水 平 轴 做 线 振动 

设 线 振动 的 频率 为 w, 振幅 为 5 


aç =bw?sinwt, aç=0 (4.1.29) 
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RAR (4.1.27), 得 到 的 方程 是 以 下 复数 方程 的 虚数 部 分 
Z + 2Çkš + k?z = w pat (4.1.30) 


其 中 A, = bk2/g 是 与 频率 为 k 振幅 为 ， 的 线 振动 所 产生 的 惯性 力 幅 值 相等 的 常 值 
力作 用 在 复 摆 上 所 引起 的 常 值 偏 角 . 受 迫 振动 特 解 与 式 (4.1.18) 有 类 似 形式 


z = o'pi- (4.1.31) 


相位 差 5 与 频率 关系 与 式 (4.1.20) 和 图 4. 4 完全 相同 . 放大 因子 o* 与 频率 的 关系 
式 改 为 
m= D =s (4.1.32) 
ya- 82}? + (0çs° 
DL ç 为 参数 的 o* 与 s 之 间 的 函数 曲线 见 图 4.6. 与 图 4.4 相反 , s < 1 时 o* 接近 
FẸ, s > 1 时 o* 接近 于 1. 


图 4.6 振动 基 座 上 复 摆 的 幅 频 曲线 族 


3) 支点 沿 (€, ¿) 平面 内 任意 方向 做 线 振动 
设 振动 方向 与 上 ARAA ó, 频率 为 o, 振幅 为 b, 所 产生 的 加 速度 分 量 为 


ae = bw? cos ósin t, aç = bw? sin ó sint (4.1.33) 
代入 方程 (4.1.27), 得 到 
Ph < 2 
B+2CkB + k? 人 十 = sngsinot) p= = cos psinwt (4.1.34) 


方程 (4.1.34) 为 周期 变 系数 的 非 齐 次 方程 , 如 bw? < g, 可 使 用 摄 动 法 求 近似 解 . 定 
义 量 纲 为 一 的 小 参数 = = bw?/g, 将 方程 (4.1.34) 写作 
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Ë + 2€kÜ + k? (1 + £ sin ésint) 8 = ek? cosġsinwt (4.1.35) 
将 方程 (4.1.35) 的 解 展 成 = KREAM 
B = bo +eñi +B +- (4.1.36) 


HERRAR (4.1.35), 令 两 边 同 次 时 的 系数 相等 , 得 到 


+2ckbo +k2Bo=0 (4.1.37a) 
Ëi + 2Çkåı + 28, = k? (cos ó — Posing)sinwt (4.1.37b) 
Ëz + 2¢kġz + k?b2 = —k?B1 sin Gsinwt (4.1.37c) 


零 次 近似 方程 (4.1.37a) 的 解 Bo 表示 衰减 的 自由 振动 . 仅 讨论 复 摆 的 受 迫 振动 时 ， 
假定 bo 已 衰减 为 零 . 一 次 近似 方程 (4.1.37b) 的 特 解 为 


bı = c cos ġsin (wt — ó) (4.1.38) 


R o, 6 的 定义 与 式 (4.1.19),(4.1.20) 相同 .将 式 (4.1.38) 代入 二 次 近似 方程 (4.1.37c) 
的 右边 , 其 受 迫 振 动 特 解 为 


b= -3 cos ó sin 2ó + (2w 频 率 的 周期 项 ) (4.1.39) 


将 式 (4.1.38),(4.1.39) RAR (4.1.36), 得 到 方程 (4.1.35) 的 精确 到 2 的 受 迫 振动 
特 解 
b= 2 cos ó sin 2ó + (w 与 2w 频 率 的 周期 项 ) (4.1.40) 


因此 复 摆 除 产生 w 与 2w 频率 的 受 迫 振动 以 外 , 还 存在 与 e2 成 比例 的 常 值 偏 角 . 将 
式 (4.1.40) 中 的 < 以 bw?/g RE, 常 值 项 以 (8) 表示 , 得 到 


b2k4o** 
492 


cosĝsin 2% (4.1.41) 


AF o" 为 s 的 函数 


s4 


o“ = -一 一 一 一 (4.1.42) 
(1 = 82)? + (26s)° 


$ = 0 BË x/2, 即 支点 沿 水 平 轴 或 垂直 轴 振 动 时 , 复 摆 无 常 值 偏 角 、 


第 4 章 。 复 摆 与 单 自 由 度 陀螺 “87. 


4.1.4” 强 阻尼 摆 


受 强烈 阻尼 作用 的 复 摆 , 例如 , 漫 在 高 黏度 液体 中 的 复 摆 称 为 强 阻尼 摆 . 由 于 
强 阻 尼 作用 使 复 摆 的 运动 减缓 , 以 致 与 请 成 比例 的 惯性 项 可 被 略 去 , 认为 重力 矩 仅 
与 阻尼 力矩 相 平 衡 . 方程 (4.1.9) 的 第 一 项 略 去 后 , 简化 为 


TB+B=0 (4.1.43) 


Ep T = D/u 为 强 阻尼 摆 的 时 间 常数 . 此 方程 的 一 般 解 所 表示 的 复 摆 自 由 振动 为 
衰减 的 非 周期 运动 . 
B= Boe tT (4.1.44) 


略 去 方程 (4.1.16) 的 第 一 项 , 即 成 为 强 阻 尼 摆 的 受 迫 振动 方程 , 写作 
TÀ + 8 = pssinwt (4.1.45) 
对 于 任意 一 阶 线性 常 微分 方程 
€ +p(t)z = f (t) (4.1.46) 
可 利用 常数 变易 法 求 出 其 一 般 解 


t r 
z(t) = fzo s | f(r)exp IN p0) ar] ar} exp É f p(7) ar (4.1.47) 
其 中 z (0) 为 z 的 初始 值 . p (t) 为 常数 时 上 式 简 化 为 
t 
z(t) = F (0) +| HOG ar] er (4.1.48) 
0 
方程 (4.1.45) 的 解 可 直接 利用 公式 (4.1.48) 得 到 
B= (z. _ i EE) e */T + op, sin (wt — 6) (4.1.49) 


其 中 第 一 项 表示 自由 振动 , fo 为 6 的 初 值 , A, 的 定义 同 式 (4.1.15). 第 二 项 为 受 迫 
振动 , 放大 因子 o 和 相位 差 5 与 频率 的 关系 为 


1 
Vl+wiT? 


图 4.7 和 图 4.8 为 o, ó 与 wT 之 间 的 函数 曲线 . 随 着 阻尼 增强 时 间 常 数 增 大 , o 接 
近 于 零 , 6 接近 于 x/2. 此 时 强 阻尼 摆 作 振 幅 极 小 相位 差 接近 90。 的 受 迫 振动 


o= 


ó = arctan (wT) (4.1.50) 
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wT wT 
1 2 3 4 ci 1 1 3 4 


图 4.7， 强 阻尼 摆 的 幅 频 曲 线 图 48 强 阻尼 摆 的 相 频 曲线 


液体 摆 是 一 种 特殊 类 型 的 强 阻尼 摆 , 它 由 两 只 盛 有 邦 性 液体 的 形状 相同 容器 
组 成 , 容器 间 以 细 管 相连 通 . 实验 证 明 液体 在 连通 管内 的 流速 与 两 端 压力 差 成 正比 . 
连通 器 静止 平 放 时 此 压力 差 与 液 面 相对 容器 轴 z 的 倾角 ó 成 正比 ( 见 图 4.9). 液 
体 流动 规律 符合 以 下 泊 肃 叶 (Poisseulle) 公式 


ó = -cg (4.1.51) 


比例 系数 c 取决 于 液体 的 比重 、 黏度 以 及 连通 管 截 面积 和 长 度 等 因素 . 将 c 的 倒数 
记 作 T, 方程 (4.1.51) 转化 为 强 阻尼 摆 的 自由 振动 方程 


Tó+ó=0 (4.1.52) 


如 连通 器 随 基 座 摆动 , z 轴 相 对 水 平 轴 ¿€ 倾斜 6 角 , 则 连通 管 两 端 压 力 差 与 ó — 8 
成 正比 (WA 4.10). 将 方程 (4.1.52) 中 的 第 二 项 改 为 6 — 8, 得 到 强 阻尼 摆 的 受 迫 
振动 方程 

Tò+8=ß (4.1.53) 


49 WAKE 图 4.10 ”摆动 基 座 上 的 液体 摆 


基 座 的 周期 摆动 8 (t) 对 连通 器 产生 激励 作用 . 当 连 通 器 倾斜 时 , 液体 从 高 端 容器 
流入 低 端 容器 而 产生 倾覆 力矩 , 类 似 于 重心 在 支点 上 方 的 上 摆 , 故 称 为 液体 摆 . 根 
据 强 阻尼 摆 的 受 迫 振动 特点 可 以 推断 , 当时 间 常 数 T 足够 大 时 , 与 6 成 比例 的 倾 
材 力 矩 和 基 座 的 摇摆 运动 6 之 间 有 接近 于 90° 的 相位 差 . 
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4.1.5” 复 摆 的 舒 勒 条 件 


讨论 万 向 支架 支承 的 二 自由 度 复 摆 .， 设 (O 一 En) 各 轴 与 自然 坐标 系 
(0- XYZ) EA. 支点 O 沿 .人 球面 做 变速 运动 时 ， 复 摆 受 到 由 支点 加 速度 引 
起 的 惯性 力矩 作用 而 产生 受 迫 振动 ( 见 图 4.11). 利用 表 3.2 第 一 行列 出 的 比 力 , 计 
算 重 力 与 惯性 力 对 O 点 的 合力 矩 M 


M =1xmf (4.1.54) 


图 4.11 支点 沿 地 球 表面 运动 的 复 摆 


得 到 M 沿 > M y 轴 的 投影 
M; = -p [ç _ m) a+ xej (4.1.55a) 
M; = -u [G z 5) b- 站 (4.1.55b) 


KA (4.1.55) 代入 方程 组 (3.3.24), 假定 O 点 沿 Ns 球面 的 大 圆 弧 运动 , 2 = 0, 得 
到 复 摆 的 运动 方程 


> ya 

atf (-5)e = (4.1.56a) 
jth- Yo V/s 9 

b+ A 人 5) ` (s z) Cm 


设 O 点 的 速度 V 远 小 于 VIR, 略 去 V2/9R, 且 设 4 = B, 简化 为 


ë + k2a = 0 (A.1.57a) 
O VIR 为 实现 人 造 地 球 卫星 的 最 小 速度 ， 即 第 一 字 宙 速 度 . 
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B+ 28 = z (e- 2) (4.1.57b) 
参数 的 定义 见 式 (4.1.11). 利用 复 变 量 z = o + ip, 将 上 式 写 作 复数 形式 

ž+k?z= 宇 (e-5) (4.1.58) 
如 复 摆 的 参数 满足 以 下 条 件 


=,]2 4.1.59 
k= R ( ) 


则 方程 (4.1.58) 的 非 齐 次 项 被 消除 . 只 要 复 摆 的 初始 位 置 与 地 垂 线 一 致 , 即 
z(0) = š(0) = 0 (4.1.60) 
则 方程 (4.1.58) 满足 初始 条 件 (4.1.60) 的 解 必 恒 等 于 零 
z(t)=0 (4.1.61) 


此 时 不 论 载体 沿 N 球面 做 何 种 变速 运动 , 复 摆 必 保持 与 地 垂 线 重合 而 不 受 支 点 加 
速度 的 影响 . 原因 是 当 (4.1.59) 条 件 满足 时 , 牵连 惯性 力矩 所 引起 的 复 摆 运 动 恰好 
与 地 垂 线 的 转动 同步 . 此 结论 于 1923 EHEAR E) (M. Schuler) 得 出 , 称 为 复 摆 
的 舒 勒 条 件 . 满足 此 条 件 的 复 摆 固 有 频率 称 为 舒 勒 频率 , 记 为 k, = VIR, 周期 称 为 
舒 勒 周期 7 


q 2 = x= É: = 84.4 分 钟 (4.1.62) 
ks g 


每 勒 周期 T, 相当 于 摆 长 等 于 地 球 半径 的 单 摆 周 期 , 或 沿 地 球 表面 运行 的 人 造 地 球 
卫星 的 周期 . 周期 如 此 之 长 的 复 摆 在 技术 上 无 法 实现 . 但 舒 勒 条 件 对 陀螺 摆 和 陀螺 
罗 经 的 避免 干扰 问题 具有 更 重要 的 指导 意义 , 将 在 第 5 章 和 第 6 章 中 叙述 . 
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4.2.1 ”人 和 傅 科 陀螺 < 


1852 年 傅 科 在 巴黎 科学 院 展示 的 世上 第 一 只 陀螺 仪 是 一 只 单 自由 度 陀螺 . 陀 
螺 的 质心 与 支点 重合 , 框架 的 转动 轴 沿 地 垂 线 固定 于 地 球 , 极 轴 能 在 水 平面 内 自由 
转动 ( 见 图 4.12). 实验 的 最 初 目 的 是 想 通 过 旋转 轴 相 对 地 球 的 偏转 证 明 地 球 自转 
运动 的 存在 . 虽然 简陋 的 支承 装置 未 能 实现 预定 目标 , 但 傅 科 陀螺 的 重要 启示 在 于 ， 
可 以 利用 地 球 自转 效应 促使 极 轴 向 子午 面 趋 近 , 以 代替 磁 罗 盘 指 示 方 位 . 可 以 认为 ， 
伟 科 陀螺 是 人 类 利用 高 速 旋转 转子 的 陀螺 特性 作为 导航 仪器 的 最 初 尝试 . 
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设 单 自由 度 陀螺 由 内 环 组 合 件 构成 , 内 环 转 轴 y 与 载体 轴 7 一 致 . 载体 轴 沿 地 
ER Z 固定 于 地 球 , (O - Ent) 各 轴 依 次 与 地 理 坐 标 轴 — E, Z, N 重合 ( 见 图 4.13). 
设 ó 为 地 理 纬度 , 地 球 自转 角速度 Q, 相对 (O — enz) 轴 系 的 投影 为 


fe = 0, Q, = fesing, fk = N cos $ (4.2.1) 


图 4.12 伟 科 陀螺 图 4.13 ”固定 于 地 球 的 健 科 陀螺 


将 式 (4.2.1) 代入 方程 (3.3.25), 设 框架 轴承 为 理想 约束 , 令 M, = 0, 只 保留 OQ, 的 
一 次 项 , 得 到 与 复 摆 运 动 方程 (4.1.3) 完全 相同 的 傅 科 陀螺 动力 学 方程 


BB + psinp = 0 (4.2.2) 
参数 / 定义 为 
u= Ho cos ó (4.2.3) 


由 于 地 球 自转 产生 的 陀螺 力矩 起 了 复 摆 中 的 重力 矩 作 用 , 健 科 陀螺 的 框架 绕 地 垂 线 
的 摆动 规律 与 复 摆 的 自由 振动 规律 完全 相同 . 微 振 动 的 固有 周期 公式 也 与 (4.1.12) 


相同 
[B 
T= m ress (4.2.4) 


EIRE NAHT, 因此 转子 高 速 旋转 时 , REER A E. 
根据 图 4. 2 的 相 轨 迹 曲 线 判 断 , 极 轴 沿 N 轴 的 指 北 位 置 为 稳定 平衡 位 置 , 可 以 利 
用 极 轴 的 摆动 中 心 指示 子午 线 . 极 轴 的 指南 位 置 为 不 稳定 平衡 位 置 . 
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要 使 传 科 陀 螺 能 实际 应 用 , 必须 保证 框架 转动 轴 无 干扰 力矩 , 且 必须 与 地 垂 线 
严格 保持 一 致 . 否则 方程 (4.2.2) 右边 出 现 的 常 值 干扰 力矩 可 引起 6 的 静态 误差 , 周 
期 变化 的 干扰 力矩 可 因 陀 螺 框 架 的 固有 周期 极 短 而 激 起 显著 的 受 迫 振动 . 设 载体 轴 
向 东 偏离 地 垂 线 Z 微小 角度 e, 只 保留 < 的 一 次 项 时 , 式 (4.2.1) 中 Do, k 不 变 ， 
fe AEZH eesin (H 4.14). 动力 学 方程 改 为 


BË + n (sin B — e tan ócos 8) = 0 (4.2.5) 
此 方程 存在 随 纬度 增长 的 常 值 特 解 B。 
Bs = arctan (e tan $) (4.2.6) 


为 避免 出 现 偏 角 b 傅 科 陀螺 只 能 与 地 球 直 接 固 定 , 作为 陆 上 指示 方位 的 仪器 , 如 
矿井 中 使 用 的 陀螺 方位 仪 . 


4.2.2 ”速率 陀螺 


速率 陀螺 也 是 质心 与 支点 重合 , 框架 轴 y 沿 载体 轴 n 的 单 自由 度 陀螺 . 框架 
与 载体 之 间 有 弹簧 和 阻尼 器 相 联 系 ( 见 图 4.15). 略 去 框架 轴 y 的 下 标 , 框架 偏转 
时 弹簧 和 阻尼 器 产生 与 6 和 及 成 比例 的 绕 y 轴 的 约束 力矩 


My = -K8 - DÈ (4.2.7) 


图 4.14 框架 轴 偏 置 的 伟 科 陀螺 图 4.15 速率 陀螺 


K,D 分 别 为 弹簧 刚度 和 阻尼 系数 . 设 偏 角 6 极 小 , 将 式 (4.2.7) 代入 方程 (3.3.27), 
只 保留 8 的 线性 项 , 略 去 Ho 的 下 标 , 得 到 
BB+ DÉ + [+ un +(O, - A) (22 - 22)| B 


=[H + (O, — A) %) p — B$, 39 
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弹簧 足够 刚 硬是 转 子 动量 矩 足 够 大 时 , 略 去 上 式 中 与 (C1 — A) 有 关 的 各 项 , 简化 为 
BË + DÀ + (K + HQ) 8 = H% - BQ, (4.2.9) 
分 别 讨论 以 下 几 种 情况 : 


1) 载体 绕 £ 轴 转 动 
令 2, = Gç = 0, AR (4.2.9) 简化 为 


ptah = (号 ) % (42.10) 


其 中 = /K/B, c = D/2VBK, 为 陀螺 绕 y 轴 做 角 振 动 的 无 阻尼 固有 频率 , 仅 
取决 于 惯性 矩 B 和 弹簧 刚度 K 而 与 转子 动量 矩 H 无 关 . 如 载体 匀速 转动 ， fx 为 
HA, 则 6 存在 与 0, 成 正比 的 常 值 特 解 


A= (z) A (4.2.11) 


可 视 为 弹簧 反 力矩 与 陀螺 力矩 互相 平衡 , 即 KA, = Hy 的 结果 . 利用 式 (4.2.11), 
可 根据 8 的 量 测 值 确定 载体 绕 ç 轴 的 角速度 Qc, 比例 系数 取决 于 五 和 K. 以 y 
表示 q 的 量 测 值 , 得 到 
Q: = (£) B (4.2.12) 
因此 上 述 单 自由 度 陀螺 可 作为 载体 角速度 的 量 测 元 件 , ARRIER, ¿€ 轴 为 角 速 
度 的 量 测 轴 . 
如 载体 绕 £ 轴 作 频率 为 w、 角 速度 幅 值 为 Oo 的 角 振动 , N 的 变化 规律 为 


fe = f sinwt (4.2.13) 
将 上 式 代入 方程 (4.2.10) 的 右边 , 8 的 受 迫 振动 特 解 为 式 (4.1.18) 的 虚数 部 分 
B = oB, sin (wt — ó) (4.2.14) 


放大 因子 c 和 相位 差 5 与 s 的 函数 关系 均 与 式 (4.1.19),(4.1.20) 相同 . 将 式 (4.2.14) 
RAR (4.2.12), 得 到 的 载体 角速度 量 测 值 y 仅 当 激励 频率 w 远 小 于 固有 频率 k 
时 才 接 近 真 实 值 , 否则 将 导致 误差. 

2) 载体 绕 n 轴 转 动 

令 0, = Qc = 0, 动力 学 方程 为 


Ë +k + 28 = 一 向 (4.2.15) 
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载体 绕 n 轴 的 匀速 转动 不 影响 陀螺 的 运动 . 载体 做 匀 加 速 转动 时 , 6 存在 与 0, 成 
正比 的 常 值 特 解 


B=- (z) În (4.2.16) 


其 物理 意义 为 KB, = -Bih 即 弹簧 反 力矩 与 惯性 力矩 相 平 衡 . 此 时 虽然 载体 绕 量 
测 轴 & 并 无 转动 发 生 , 却 产生 如 (4.2.16) 所 示 的 错误 信息 , 似乎 陀螺 仪 的 量 测 基准 
在 惯性 空间 中 绕 ¿ 轴 朝 相反 方向 转动 . 将 量 测 基准 的 角速度 定义 为 速率 陀螺 的 漂 
移 率 , 以 fu 表示 . 将 式 (4.2.16) RER (4.2.12) 右边 的 6 并 免 去 负 号 , 得 到 漂移 率 
的 表示 式 


m= (z) í, (4.2.17) 


3) 载体 绕 (E0 平面 内 任意 轴 转 动 
令 90, = 0, 动力 学 方程 为 


B+2CkB+ (e + 学 ) B= i (4.2.18) 
如 载体 匀速 转动 , 陀螺 的 常 值 偏 角 虽 仍 与 Q, 成 比例 , 但 比例 系数 并 非 确定 值 而 与 


m% 有 关 
-1 
B-E 人 x E) a% (4.2.19) 
加 大 系数 (H/K) 昌 有 利于 提高 陀螺 对 角速度 O, 的 灵敏 度 , 但 2 对 量 测 系 数 的 干 


扰 亦 随 之 增 大 . 
如 载体 绕 与 & 轴 夹 角 为 ó 的 任意 轴 做 频率 为 。、 角 速度 幅 值 为 2 的 角 振动 


Ng = fo cos $sinwt, Ry = fo0singsinwt (4.2.20) 
M 足够 小 时 , 定义 小 参数 < = HQ /K, 将 上 式 代入 方程 (4.2.18), 得 到 的 方程 形式 
上 与 式 (4.1.35) 完全 相同 . 因此 可 直接 利用 式 (4.1.40) 写 出 8 的 近似 解 


B= -并 cos ó sin 2ó + (w 与 2w 频 率 的 周期 项 ) (4.2.21) 
陀螺 除 产生 w 与 2w 频率 的 受 迫 振动 以 外 , 还 出 现 与 83 成 比例 的 常 值 项 引起 陀螺 
漂移 , 漂移 率 为 


HO 
m= To cosósin2ó (4.2.22) 
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4.2.3 ”积分 陀螺 


将 速率 陀螺 的 弹簧 除去 , 只 剩 下 阻尼 器 , 设 载体 绕 ç 轴 转 动 . 令 方程 (4.2.9) 中 
K = 0, Q, = k = 0, 并 引入 变量 y= ,改造 为 y 的 一 阶 微分 方程 


i+ (2) is (z) m% (4.2.23) 
设 6 #1 à 0039829, 利用 公式 (4.1.48) 直接 写 出 方程 (4.2.23) 的 解 


y= @ 本 f fe (z) ePr/Pdr (4.2.24) 
使 用 分 部 积分 法 化 作 
= (E) [we |a + [| ear} a22 
如 阻尼 作用 强烈 且 p, 变化 平缓 , 则 上 式 中 第 二 项 迅速 衰减 , 化 作 
js (2) at) (4.2.26) 


再 积分 一 次 , 令 6 (0) = 0, 得 到 


-的 


因此 陀螺 转角 与 载体 绕 上 轴 的 转动 角速度 fx 的 积分 成 正比 , 称 为 积分 陀螺 . 减 小 
阻尼 系数 可 使 放大 系数 增 大 , 但 自由 振动 的 衰减 时 间 随 之 延长 . 
如 将 阻尼 器 也 除去 , 成 为 完全 自由 的 单 自由 度 陀螺 , 令 方程 (4.2.23) 中 D = 0, 


积分 二 次 后 得 到 
fa (z) Í | fe (r)dr2 (4.2.28) 


陀螺 转角 与 载体 角速度 O, 的 二 重 积分 成 正比 , 称 为 二 重 积分 陀螺 . 

主要 用 于 航空 的 单 自由 度 速率 陀螺 或 积分 陀螺 , 其 结构 常 采用 液 浮 陀螺 方案 . 
转子 装 在 密封 的 浮 简 内 构成 支架 组 合体 , 其 重量 由 充满 在 仪器 这 体内 的 犁 性 液体 所 
支承 , 以 减 小 支架 轴承 内 的 摩擦 . 浮 简 与 壳 体 之 间 受 液体 润滑 的 间隙 起 阻尼 器 作用 . 
4.2.4 ”控制 力矩 陀螺 

单 自由 度 陀 螺 除 作为 速率 陀螺 或 积分 陀螺 用 于 指示 仪表 , 还 可 利用 其 惯性 效应 
起 力矩 转换 作用 . 分 析 静 止 载体 上 的 单 自由 度 陀螺 动力 学 方程 (3.2.32) 


HË = M; (4.2.29a) 


[ ñ; (r)dr (4.2.27) 
0 
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BË = My (4.2.29b) 


沿 框架 轴 y 施加 力矩 My, 使 内 环 组 合体 产生 绕 y 轴 转 动 的 角 加 速度 B, 且 从 静止 
开始 积累 角速度 及 
B= | Mar (4.2.30) 
0 


方程 (4.2.29a) 表明 , ñ 的 出 现 使 转子 绕 轴 进 动 , 所 产生 的 陀螺 力矩 与 框架 轴 的 约 
RHE M, 平衡 . 其 反作用 力矩 通过 轴承 作用 于 载体 . 绕 y 轴 的 力矩 M, 与 动量 矩 
常数 H 无 关 , 但 所 产生 的 绕 z 轴 的 力矩 M. 与 H 成 正比 . 当 H 足够 大 时 , 载体 对 
框架 轴 施 加 的 力矩 通过 单 自 由 度 陀螺 的 惯性 效应 , 转换 为 绕 与 框架 轴 正 交 的 更 强大 
的 力矩 作用 于 载体 . 这 种 特殊 的 单 自 由 度 陀螺 称 为 控制 力矩 陀螺 , 应 用 于 卫星 姿态 
控制 系统 . 


43 ”弹性 变形 问题 


4.3.1 ”临界 转速 


陀螺 仪 的 刚体 系统 模型 是 一 种 近似 模型 .实际 上 万 向 支架 及 其 转轴 在 力 或 力 
偶 作 用 下 都 可 能 产生 弹性 变形 . 为 便于 讨论 , 假定 弹性 变形 集中 体现 于 无 质量 转轴 
的 弯曲 变形 . 力 的 作用 可 引起 转子 质心 的 线 位 移 , 力 偶 的 作用 则 引起 转子 绕 质 心 的 
角 位 移 . 前 者 使 转轴 产生 对 称 变形 ( 见 图 4.16(a)), 后 者 使 转轴 产生 反对 称 变形 ( 见 
图 4.16(b)). 


图 4.16 ”陀螺 的 对 称 变形 和 反对 称 变形 


先 讨论 转子 径 向 质量 偏心 引起 转轴 的 对 称 弯曲 变形 、 忽 略 转子 质心 运动 与 绕 
质心 转动 之 间 的 相互 影响 , 设 极 轴 保 持 与 地 垂 线 方向 一 致 . 定义 O 为 两 端 轴承 的 连 
线 与 转子 赤道 面 的 交点 , 载体 静止 时 为 固定 点 . 弹性 转轴 的 中 心 线 通 过 赤道 面 的 几 
何 中 心 O 点 . 转轴 的 对 称 弯曲 变形 使 O, 点 偏离 O 点 , 并 在 轴承 上 产生 与 线 位 移 
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e = 00, 的 大 小 成 正比 , 方向 相反 的 约束 反 力 , 其 合力 作用 于 O 点 ( 见 图 4.17). 考 
虑 弹性 材料 的 内 阻尼 , 轴承 对 转子 的 作用 力 为 


F = —Ke — Dë (4.3.1) 
式 中 天 fü D 为 弹性 轴 的 刚度 系数 和 阻尼 系数 . 如 转子 质心 O. 与 几何 中 心 O, 不 
重合 而 存在 微小 的 径 向 偏心 , A = O10。 为 偏心 距 矢量 ( 见 图 4.18). O. 相对 固定 点 


O MABRE re = OO; 为 
re 一 e 二 人 A (4.3.2) 


图 4.17 弹性 转轴 上 的 偏心 转子 图 4.18 ”偏心 转子 的 径 向 位 移 


转子 质心 的 运动 方程 为 
mře =F (4.3.3) 


将 式 (4.3.1),(4.3.2) 代入 方程 (4.3.3), 导出 


é+2Cke+k?e=—A (4.3.4) 
其 中 心 5 定义 为 
K D 
k= yE C= == (4.3.5) 


转子 以 角速度 wo 匀速 旋转 时 , 偏心 距 矢量 A 随同 转子 绕 O, 点 转动 . 其 相对 赤道 
平面 内 的 固定 轴 z,y 的 投影 式 为 


A = A (coswot i + sinwot j) (4.3.6) 
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将 上 式 代 入 方程 (4.3.4), W e 在 z,y 轴 上 的 投影 为 es,ew 引入 复 变量 z = ez +iey 
表示 e 矢量 , z 的 复数 平面 即 转子 质心 的 运动 平面 . 矢量 方程 (4.3.4) 可 化 作 与 式 
(4.1.30) 相同 的 复数 方程 


E + 2Ck + k?z = o Aeot (4.3.7) 
此 方程 的 受 迫 振动 特 解 与 (4.1.31) 相同 , 只 须 将 b 改 为 A, w 改 为 wo 
z = g* Aei(wot™6) (4.3.8) 


此 特 解 表示 转子 质心 绕 O 点 的 圆周 运动 , 称 为 转子 的 侧 摆 运动 . 放大 因子 o 和 相 
位 差 ó 与 量 纲 为 一 频率 s = wo/k 的 关系 同 式 (4.1.32),(4.1.20), WE 4.4 和 4.5 所 
示 . 振幅 为 峰值 时 对 应 的 旋转 角速度 称 为 转子 的 临界 转速 er, 令 o* 对 s 的 导数 为 


零 , 导出 
k 


Vi 
当 实际 转速 接近 wer 时 , 转子 产生 激烈 涡 动 而 出 现 谐振 现象 . 最 大 涡 动 振幅 为 
z A 

Mamat s 

临界 转速 wer 取决 于 弹性 轴 的 刚度 、 转 子 质量 和 阻尼 系数 等 因素 . 无 阻尼 时 临 

界 转 速 wer 等 于 固有 频率 k, 对 应 的 振幅 峰值 为 co， 随 着 阻尼 系数 增 大 , 临界 转速 

升 高 而 峰值 下 降 , 谐振 曲线 趋 于 平缓. ç > 1/2 时 曲线 的 峰值 消失 , 临界 转速 遂 不 存 
在 . 


4.3.2 ”旋转 轴 和 迹 线 


以 上 对 涡 动 运动 的 分 析 中 , 相位 差 5 具有 确定 的 几何 意义 , 即 等 于 矢量 e 与 A 
的 夹 角 ( 见 图 4.18). 对 于 确定 的 s 和 ç, 式 (4.1.32) 和 (4.1.20) 给 出 确定 的 c* 和 
ó 的 值 , 从 而 以 极 坐 标 形式 完全 确定 转子 的 瞬时 旋转 轴 在 赤道 平面 (z,y) 上 的 迹 点 
位 置 . O 点 的 位 置 随 s 和 < 变化 , 其 轨迹 称 为 转子 旋转 轴 的 迹 线 , 类 似 于 2.3.2 节 
中 定义 的 本 体 极 迹 . 在 图 4.19 中 坐标 轴 or yr 固定 于 转子 赤道 平面 , 以 几何 中 心 
O 为 原点 , za 轴 沿 A 方向 , 实 线 表 示 ¢ 不 变 , 以 s 为 参 变量 的 迹 线 族 ; 虚线 表示 
s 不 变 , 以 〈 为 参 变量 的 迹 线 族 . 后 者 是 以 yr 轴 为 公 切线 , 圆心 分 布 在 zr 轴 上 的 
圆 族 . 分 析 图 4.19, 可 得 出 以 下 结论 : 

1) 转速 为 零 或 刚度 无 限 大 (s = 0) Bf, 旋转 轴 迹 点 O 与 几何 中 心 O, 重合 . 

2) 转速 无 限 大 或 刚度 为 零 (s = o0) 时 , O 点 与 质心 0。 重合 . 

3) 阻尼 无 限 大 (ç = oo) 时 , O 点 与 O, 点 重合 而 与 转速 或 刚度 无 关 . 


(4.3.9) 


(4.3.10) 
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图 4.19 转子 的 旋转 轴 迹 线 


4) 阻尼 系数 ç 确定 不 变 , s 从 零 开始 逐渐 增 大 时 , 即 刚度 不 变 增加 转速 , 或 转 
速 不 变 减 小 刚度 时 , O 点 朝 与 质量 偏心 相反 方向 离开 O, 点 , 然后 返回 改 朝 质心 方 
向 移动 . s = 1 时 O 点 与 yr 轴 相 交 , O, O,, O. 三 点 构成 直角 三 角形 . s 继续 增 大 
时 O 点 继续 朝 O. 点 趋 近 . 旋转 轴 迹 线 为 通过 O1, O. 两 点 的 连续 曲线 . 

5) 阻尼 系数 ¢ fu, 上 述 迹 线 愈 远离 O, 和 O. 点 . Ç = 0 时 此 连续 曲线 分 为 
两 个 直线 分 支 , 分 支 1 从 O, 点 向 za 轴 的 负 方 向 延伸 , 分 支 2 从 O, 点 向 za 轴 的 
正方 向 延伸 . 随 着 s 的 增 大 , O 点 沿 直 线 分 支 1 离开 O 点 , 至 临界 转速 (s = 1) 时 
O 点 到 达 正 无 限 远 处 , s 继续 增 大 则 O 点 从 负 无 限 远 处 沿 直线 分 支 2 返回 向 O, 点 
趋 近 . 0,O1,0。 三 点 始终 保持 共 线 . 


4.3.3 ”不 等 刚度 引起 的 陀螺 漂移 


由 于 弹性 变形 , 转子 因 质 量力 引起 的 质心 线 位 移 会 对 转子 绕 质 心 的 转动 产生 影 
Wi. 将 无 弹性 变形 时 万 向 支架 各 转轴 的 交点 O 视 为 转子 的 支承 中 心 . 暂 不 考 虐 径 
向 偏心 , 令 A = 0, 转子 质心 O. 与 几何 中 心 O, EA. O. 偏离 O 点 的 线 位 移 使 万 
向 支架 转轴 产生 对 称 弯曲 变形 . 变形 引起 外 环 轴承 的 约束 反 力作 用 于 O 点 , 成 为 
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对 转子 质心 运动 的 弹性 恢复 力 . 图 4.20(a),(b),(c) 分 别 表示 O. 沿 z,y,z 各 轴 作 线 
位 移 时 各 转轴 的 弯曲 变形 情况 . 将 转子 简化 为 质量 -弹簧 系统 , W z,y,z 各 轴 有 不 
同 的 刚度 系数 , 分 别 以 Ki (i = z,y,z) 表示 . W e 为 O. 偏离 O 点 的 位 移 矢量 ,了 
为 比 力 , 转子 上 作用 的 质量 力 Fi 和 弹簧 恢复 力 F 为 


图 4.20 框架 陀螺 在 惯性 力作 用 下 的 弹性 变形 


Fi = mf (csi + cyj + czk) (4.3.11) 

F> = — (Krezi + Kyeyj + K,e;k) (4.3.12) 

其 中 e; 和 ci (i = z,v, z) 分 别 为 e 在 (O — zyz) 中 的 投影 和 f 的 方向 余弦 令 方 

程 (4.3.3) 中 rc = e, F = Fi + F2, 忽略 弹性 轴 的 内 阻尼 , 写 出 转子 质心 运动 方程 
的 投影 式 


më, + Kie; =mfe, (i= z,y,2) (4.3.13) 
从 方程 (4.3.13) 解 出 e, 后 , 计算 比 力 Fi 相对 O 点 的 力矩 M 
M=exPF. (4.3.14) 


得 到 M 在 z,y 轴 上 的 投影 
M; = mf (czey — cyez) (4.3.15a) 
My = mf (czez — czez) (4.3.15b) 


先 讨论 f 为 静 载荷 情形 , 当 转 子 质心 的 自由 振动 由 于 实际 存在 的 阻尼 而 衰减 
后 , 方程 (4.3.13) 的 特 解 为 


ei=mf (ë) (i= z,u, z) (4.3.16) 
将 式 (4.3.16) 代入 (4.3.15), 得 到 


Mz = m° f2eye; (Ky! — K7’) (4.3.17a) 
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M, = m? f2e,c, (Kz! — Kz!) (4.3.17b) 


此 力矩 称 为 不 等 刚度 力矩 , 因为 它 是 由 于 弹性 支架 沿 各 个 方向 的 刚度 不 等 , 以 致 位 
移 方向 与 载荷 方向 不 共 线 所 引起 . 如 系统 为 等 刚度 , K, = Ky = Ka 此 力矩 即 消失 
为 零 . 如 载荷 沿 (O — zyz) 的 任 一 坐标 轴 方 向 , 由 于 位 移 与 载荷 方向 一 致 , 也 不 存 
在 不 等 刚度 力矩. 一 般 情 况 下 , M 与 比 力 的 平方 成 比例 , 对 于 与 地 球 固定 的 坐标 系 ， 
f = 9, M 与 9 的 平方 成 比例 . 
不 等 刚度 力矩 的 存在 使 转子 的 质心 运动 与 绕 质心 的 转动 产生 耦合 . 对 于 静止 基 
座 上 的 速率 陀螺 , 将 式 (4.3.17) 中 的 M, 加 入 方程 (4.2.9) 的 力矩 项 , 令 0, = 0, = 
4 = 0, 得 到 
B+2CkB+ kp = 区 (4.3.18) 
将 上 式 与 方程 (4.2.10) 对 比 , 可 看 出 不 等 刚度 力矩 的 作用 等 价 于 载体 绕 & 轴 以 角 速 
BE Qe = M/H 转动 的 效果 . 由 此 导出 速率 陀螺 的 漂移 率 Q. 
2 f2, 
Qa = mes (z = =) (4.3.19) 
此 漂移 率 公式 与 参数 B, D, K ER, 它 也 适合 于 积分 陀螺 或 其 他 单 自由 度 陀 螺 . 
以 上 关于 不 等 刚度 力矩 的 讨论 可 推广 到 静止 基 座 上 二 自由 度 陀螺 情形 .将 进 
动 方程 (3.2.25) 中 的 力矩 项 以 M;, My 代替 , 得 到 


Ha= -M, (4.3.20a) 

HB = M; (4.3.20b) 

上 式 中 陀螺 的 进 动 角速度 à ó 即 为 二 自由 度 陀 螺 绕 z 和 v 轴 的 漂移 率 , 分 别 以 
Naz 和 Nay, 表示 为 

Mas = esce (z > =) (4.3.21a) 

Ray = Peys (z = =) (4.3.21b) 


其 中 式 (4.3.21a) 与 (4.3.19) 完全 相同 . 可 见 静 载荷 引起 的 不 等 刚度 力矩 对 于 单 自 
由 度 陀螺 或 二 自由 度 陀 螺 有 着 相同 的 漂移 率 公式 . 


4.3.4 ”载体 线 振动 引起 的 陀螺 漂移 
设 载体 作 振幅 为 b. 频率 为 的 线 振动 , 振动 方向 相对 (O — zyz) 的 方向 余弦 
为 (i= z,y,z). 忽略 常 值 的 重力 项 , 比 力 f 的 模 为 以 下 周期 函数 : 


f = bw?sinwt (4.3.22) 
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将 上 式 代入 方程 (4.3.13), 令 k, = /K,/m, 得 到 简化 为 质点 的 转子 在 周期 变化 惯性 
力 激励 下 的 受 迫 振动 方程 ， 


ë; + k2e; = bciw?sinwt (i= x,y,z) (A.3.23) 


自由 振动 衰减 后 , 此 方程 的 受 迫 振动 特 解 为 


ei=coibcisinwut (i= x,y,z) (4.3.24) 
其 中 r 
s= 2 s= K (4.3.25) 
将 式 (4.3.22),(4.3.24) 代入 代入 (4.3.15), 4382/FF23ES5 ERTENED E 
M, = pmb?uñcye, (ay — 02) (1 — cos 2wt) (4.3.26a) 
My = pmiuesos (gs — os) (1 — cos 2t) (4.3.26b) 


力矩 中 出 现 常 值 项 是 由 于 惯性 力 矢量 与 位 移 矢 量 同 时 改变 方向 , 因而 使 周期 变化 的 
干扰 力矩 受到 “整流 ”作用 的 结果 . 

将 式 (4.3.26b) 代入 方程 (4.3.18), 其 周期 项 使 陀螺 产生 绕 支架 轴 的 2w 频率 的 
受 迫 振动 , 常 值 项 引起 与 (4.3.19) 类 似 的 漂移 , 漂移 率 Q. 为 


fa = (cz 一 cz) (4.3.27) 


mb2u2c, c; 
2H 
陀螺 仪 的 结构 设计 必须 保证 使 转子 质心 因 支 架 弹性 变形 而 产生 的 线 振动 固有 频率 
kz, ky 避 开 载体 的 线 振动 频率 w, 此 外 还 必须 保证 使 陀螺 绕 框架 轴 的 角 振 动因 有 频 

率 k 如 开 二 倍 载体 线 振动 频率 2w, 以 防止 出 现 谐振 现象 使 误差 急剧 增 大 . 
将 式 (4.3.26) 代入 二 自由 度 陀螺 进 动 方程 (4.3.20), 得 到 的 漂移 率 公式 与 式 
(4.3.27) 相同 


E e 
Ra = ka (es —0;) (4.3.28a) 
MDW? Cyc: 
Nay = 一 (ev 一 ca) (4.3.28b) 


除 载体 的 振动 方向 与 极 轴 一 致 或 相 牌 直 的 特殊 情况 以 外 , 载体 沿 其 他 任意 方向 的 线 
振动 都 可 能 引起 漂移 . 

对 于 转子 有 径 向 质量 偏心 情形 , 即使 载体 线 振动 方向 与 极 轴 一 致 , 只 要 振动 频 
率 等 于 转子 旋转 频率 wo, 仍 可 能 引起 陀螺 漂移 . 忽略 常 值 的 重力 项 , W b 和 ó" 为 
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轴 向 线 振动 的 振幅 以 及 线 振动 与 旋转 运动 之 间 的 相位 差 , 载体 线 振动 引起 的 比 力 f 


沿 极 轴 方 向 周期 变化 
f = bu sin (wot — ó") k (A.3.29) 


径 向 偏心 矢量 A RR (4.3.6) 变化 时 , 忽略 弹性 轴 的 内 阻尼 , 令 5 = ó = 0, 转子 几 
何 中 心 O 的 弹性 位 移 e 可 从 式 (4.3.8) 导出 


e = o* Aexp (coswot i + sinwot j) (4.3.30) 
将 式 (4.3.6) (4.3.30) 代入 式 (4.3.2), 计算 质心 O. 相对 支点 O 的 位 移 re 
re = (1 + o*) Aexp (coswot š + sinwot j) (4.3.31) 


利用 式 (4.3.29),(4.3.31) 计算 转子 的 惯性 力 对 O 点 的 力矩 M. 


rn (4.3.32) 
M, 相对 z,y 轴 的 投影 为 
M. = SmAbedeye: (L+ or*)cos5* + (2wo 频 率 的 周期 项 ) (4.3.33a) 
Ma = BmAbedeye: (1 + o*)sin ó* + (2wo 频 率 的 周期 项 ) (4.3.33b) 


常 值 项 的 出 现 是 由 于 周期 变化 的 比 力 f 与 力 臂 p 同时 改变 方向 而 产生 “整流 ” 作 
用 的 结果 . 

将 式 (4.3.33b) 代入 方程 (4.3.18), 其 周期 项 引起 o* 频率 的 受 迫 振动 , 常 值 项 
slap mAbJ (1 + o*)sin ó" 
fa = se (4.3.34) 
只 要 转子 存在 径 向 偏心 A, 即使 旋转 轴 绝 对 刚 硬 , 仍 有 漂移 存在 , 因此 陀螺 的 稳 态 
旋转 频率 wo 必须 避 开 载体 的 线 振动 频率 , 且 陀 螺 绕 支架 轴 的 角 振动 频率 必须 避 开 
二 倍 旋转 频率 2wo, 以 防止 谐振 现象 发 生 . 

将 (4.3.33) 代入 二 自由 度 陀螺 进 动 方程 (4.3.20), 得 到 与 式 (4.3.34) 相同 的 漂 
移 率 公式 
_ ma4bwa(1+ca*)sin6g* 


Naz 3H (4.3.35a) 
Abw (1 M ó" 
fay = Te (4.3.35b) 


此 漂移 率 不 仅 与 载体 线 振动 的 振幅 和 频率 有 关 , 而 且 取决 于 线 振动 与 转子 旋转 运动 
之 间 的 相位 差 ó". 
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4.3.5 ”速率 陀螺 的 固有 频率 


讨论 框架 绕 z 轴 的 角 弹 性 变形 对 速率 陀螺 固有 频率 的 影响 . 定义 (O 一 2*y*z*) 
和 (O — zyz) 为 弹性 变形 前 后 的 框架 坐标 系 , 0 X (O — zyz) 相对 (O — z*y*z") 绕 
z 轴 的 弹性 角 位 移 ( 见 图 4.21). 各 坐标 系 之 间 的 关系 为 


(O_ Ent) (O - zz) (O — zyz) 


£ y 
图 4.21 速率 陀螺 框架 轴 的 变形 前 后 位 置 


框架 转轴 的 反对 称 弯曲 变形 使 陀螺 极 轴 增 加 绕 = 轴 的 转动 自由 度 , 静止 基 座 上 框 
架 角速度 在 (O — zyz) 轴 系 中 的 投影 为 


‘we=0, uy = B, ws=0 (4.3.36) 
框架 组 合体 的 动量 矩 投 影 为 
H, = A, H,= BP, H,= H (4.3.37) 


此 组 合体 除 受到 (4.2.7) 所 示 弹 簧 和 阻尼 器 力矩 My 作用 以 外 , 还 受到 弹性 轴 产 生 
的 与 0 成 比例 的 约束 力矩 M. 作用 , 设 K, 为 比例 系数 

M, =—K10 (4.3.38) 
将 式 (4.3.36),(4.3.37)，(4.2.7),(4.3.38) 代入 动量 矩 定理 (2.2.32),， 略 去 阻尼 作用 , + 


D = 0. 得 到 
A+ HÀ+ Ki0 = 0 (4.3.39a) 


BË- Hİ+KßB=0 (4.3.39b) 
此 线性 方程 组 的 特征 方程 为 


ABs + (H? + BK, + AK) 8? + KıK = 0 (4.3.40) 
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设 陀螺 的 动量 矩 足 够 大 , 且 框架 转轴 抗 角 弹 性 变形 的 刚度 极 强 , Ki > K, 略 去 上 式 
中 括号 内 的 4K 项 , 解 出 以 下 特征 值 


一 (BE2+BHG) 土 VE2+BKI)2 —4ABK,K 
(H° +BK:)+y( D : (4.3.41) 


(2) = 2AB 
定义 以 下 小 参数 < ABEK 
e= [EE (4.3.42) 


HR (4.3.41) 展 成 = HEAR, 令 s = tiw, 只 保留 = 的 一 次 项 , 得 到 速率 陀螺 的 固 


有 频率 
K 
a= J BFK) (4.3.43a) 
w= REENE (4.3.43b) 


令 式 (4.3.43a) 中 Kı 一 oo, 即 得 到 支架 转轴 绝对 刚 硬 时 的 固有 频率 w = /K/B. 
式 (4.3.43b) 为 陀螺 绕 上 轴 做 角 振 动 的 固有 频率 , 转子 不 旋转 时 转变 为 刚体 绕 ç 轴 
的 扭 振 频率 w = VK1/4. 式 (4.3.43a) 可 用 来 解释 实践 中 观察 到 的 速率 陀螺 的 固 
有 频率 w 随 转速 wo 升 高 而 降低 的 现象 ( 见 图 4.22). 


图 422 速率 陀螺 固有 频率 随 转速 的 变化 
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行进 中 的 船舶 、 飞 机 和 车 辆 需要 一 个 稳定 的 平台 作为 导航 系统 、 火 炮 系 统 或 各 
种 测量 系统 的 水 平 基准 . 第 4 章 叙 述 的 重力 摆 虽 能 模拟 地 符 线 , 但 因 易 受 干扰 而 不 
可 能 实际 应 用 . 早 在 18 世纪 就 已 出 现 利 用 陀螺 摆 效 应 制造 稳定 水 平面 的 设想 , 但 
真正 用 于 实践 的 仪器 始 于 1866 年 的 弗 勤 里 埃 (G. Fleuriais) 陀螺 地 平 仪 . 1917 年 
德国 人 安 休 英 (H. Anschiitz-Kaempfe) 采用 液体 消 振 器 将 陀螺 地 平 仪 做 成 实用 的 航 
空 指示 仪表 . 同一 时 期 美国 人 斯 佩 里 (E.A. Sppery) 的 陀螺 地 平 仪 采用 了 径 向 修正 
技术 .陀螺 摆 或 径 向 修正 两 种 类 型 的 陀螺 季 直 仪 至 今 仍 是 简单 有 效 的 水 平面 指示 
仪器 和 自动 导航 的 惯性 元 件 . 本 章 基 于 陀螺 进 动 理论 叙述 这 两 类 垂直 陀螺 的 力学 原 
. 理 . 分析 陀螺 摆 的 各 种 阻尼 措施 的 力学 原理 以 及 载体 的 各 种 牵连 运动 对 两 类 垂直 
陀螺 产生 的 指示 误差 . 讨论 不 受 加 速度 干扰 的 舒 勒 周期 在 陀螺 摆 上 实现 的 可 能 性 . 
利用 角度 坐标 的 复数 表达 和 相 平面 奇 点 理论 判断 极点 轨迹 的 定性 特点 ， 以 避免 繁琐 
的 数学 推导 . 陀螺 垂直 仪 也 可 由 多 陀螺 组 成 , 以 四 陀螺 重 直 仪 为 例 分 析 其 动力 学 问 
题 . 最 后 讨论 各 种 非 线性 因素 影响 陀螺 运动 的 更 具 普遍 性 问题 . 


5.1 陀螺 垂直 仪 


5.1.1 平面 极点 轨迹 


以 陀螺 支点 O 为 中 心 作 单位 球面 , 与 基准 坐标 系 (O — EnG) 的 5 轴 交 于 O' 点 ， 

过 O' 点 作 单位 球面 的 切 平面 (€, 7) 与 (En) 平面 平行 . 极 轴 与 (e,n) 平面 的 交 
点 P 的 坐标 为 

€ = secetan8, 7 = -tana (5.1.1) 


当 极 轴 在 ¢ 轴 附 近 的 小 范围 内 运动 时 , 略 去 a, 8 的 二 阶 以 上 微量 , 简化 为 
E =B, f = -a (5.1.2) 
定义 复 变 量 z 
z=a+iß (5.1.3) 


(En) 平面 即 z 的 复数 平面 , 可 将 -n 轴 改 称 为 a 轴 , e 轴 称 为 6 轴 , 极 轴 在 单 
位 球面 上 的 轨迹 在 O 点 附近 可 近似 地 以 (a, 68) 平面 上 的 轨迹 代替 , 即 平面 极点 轨 
迹 ( 见 图 5.1). 
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图 5.1 陀螺 的 平面 极点 轨迹 


如 陀螺 进 动 方程 (3.2.25) 中 力矩 Mz,M 仅 为 角度 坐标 oa,6 的 函数 而 不 显 含 
时 间 t, 将 二 式 相 除 消 去 时 间 微分 , 化 作 


dp _ _ M, (e.B) 
da = M, œ) 614) 


此 一 阶 微分 方程 完全 确定 陀螺 的 极点 轨迹 曲线 族 , 进 动 方程 (3.2.25) 也 可 利用 复 变 
量 z 表示 为 复数 形式 . $ (3.2.25b) RA i, 与 (3.2.25a) 相 加 , 得 到 
3 Z CM, +iM;) (5.1.5) 
其 中 M;,M, 为 z RRRA z 的 函数 . 方程 (5.1.5) 存在 常 值 特 解 z, = as tiba 
其 中 as 6, 为 方程 (5.1.4) 的 奇 点 , 满足 
Mz (os, Bs) = 0 
My (Gs, 6.) =0 


表明 z, 的 物理 意义 为 极 轴 的 平衡 位 置 . 利用 附录 三 中 表 A.3 RE A.4 列 出 的 判别 
式 确定 奇 点 的 类 型 , 就 能 定性 地 判断 出 平衡 位 置 附近 极点 轨迹 的 几何 特征 . 
5.1.2 ”垂直 陀螺 的 视 运动 


先 讨论 免除 M;,M, 力矩 作用 的 自由 陀螺 . 令 进 动 方程 (3.2.25) 的 力矩 项 为 零 ， 
得 到 


(5.1.6) 


&=p=0 (5.1.7) 


o, 有 的 常数 解 表 明 自 由 陀螺 的 极 轴 在 惯性 空间 中 保持 方位 不 变 , 即 2.2.4 节 中 叙述 
的 陀螺 定 轴 性 . 利用 此 特性 , 自由 陀螺 可 被 用 来 建立 惯性 坐标 系 . 在 自然 坐标 系 或 
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地 理 坐 标 系 中 , 由 于 坐标 系 在 惯性 空间 中 转动 , 自由 陀螺 的 极 轴 必 相对 坐标 系 产生 
相反 方向 的 转动 . 这 种 在 动 坐标 系 中 观察 到 的 相对 运动 称 为 自由 陀螺 的 视 运动 . 

对 于 极 轴 在 地 垂 线 附 近 的 自由 陀螺 , 将 自然 坐标 系 (O — XY Z) WESH AR 
£ (O — (mO), 令 进 动 方程 (3.3.14) 中 的 M,,M, HE, 得 到 自然 坐标 系 中 自由 陀螺 
的 动力 学 方程 


å- 08=0 (5.1.8a) 


B+fa= -5 (5.1.8b) 


设 初始 时 陀螺 的 极 轴 沿 地 垂 线 , 令 方程 (5.1.8) 中 o (0) = 8 (0) = 0, 导出 陀螺 视 运 
动 的 初始 角速度 


&(0) =0, O=- 619) 
BÚ (0) 的 存在 使 极 轴 逐 渐 偏 离 地 垂 线 位 置 . 
如 对 陀螺 施加 按 以 下 规律 变化 的 力矩 
M; = HY My=0 (5.1.10) 


R’ 
将 此 项 力矩 代入 方程 (5.1.8) 可 消除 非 齐 次 项 , 成 为 
&—-Q8=0 (5.1.118) 
Ê+Ra=0 (5.1.11b) 
利用 式 (5.1.3) 定义 的 复 变 量 z, 将 方程 组 (5.111) 合并 为 复数 方程 


¿+iQz = 0 (5.1.12) 


方程 (5.1.12) 有 常 值 特 解 z = 0, 表明 极 轴 的 平衡 位 置 与 地 垂 线 一 致 . 视 运 动 被 消 
除 是 因为 力矩 (5.1.10) 人 迫使 陀螺 进 动 以 跟踪 自然 坐标 系 的 转动 . 根据 表 A.4 判断 ， 
此 平衡 位 置 在 z 的 复数 平面 内 所 对 应 的 奇 点 os = ñ, = 0 为 中 心 , 平衡 位 置 附近 的 
极点 轨迹 为 同心 圆 族 . 极 轴 如 偏离 地 垂 线 , 则 围绕 地 垂 线 作 周 期 超过 24 小 时 的 圆 
锥 运动 . 

长 期 以 来 , 人 们 力图 创造 出 一 种 仪表 , 能 在 摇摆 的 船舶 或 飞机 中 指示 地 垂 线 , 从 
而 为 导航 系统 或 武器 系统 提供 稳定 的 水 平面 . 复 摆 可 算 作 是 最 简单 的 垂直 仪 , 但 它 
对 水 平 加 速度 过 于 敏感 , 而 理论 上 不 受 干扰 的 舒 勒 条 件 在 复 摆 上 无 法 实现 . 陀螺 仪 
出 现 以 后 , 由 于 它 对 冲击 干扰 的 高 度 稳定 性 而 自然 成 为 实现 垂直 仪 的 理想 工具 . BL 
然 利 用 修正 力矩 (5.1.10) 可 以 消除 自由 陀螺 的 视 运 动 使 极 轴 保 持 垂直 , 但 此 垂直 位 
置 只 能 预先 对 准 而 不 能 自动 寻找 , 而 且 由 于 方程 (5.1.11) 的 系数 2 极 小 , 在 实现 修 
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正 力矩 时 的 微小 偏差 或 来 自 其 他 方面 的 微小 干扰 力矩 会 使 极 轴 显 著 偏离 地 垂 线 , 继 
而 产生 周期 极 长 的 视 运 动 , 因此 它 还 不 能 成 为 有 实际 使 用 价值 的 垂直 仪 . 利用 复 摆 
对 地 垂 线 的 趋向 性 和 陀螺 仪 对 冲击 干扰 的 稳定 性 , 将 二 者 结合 起 来, 方 能 创造 出 自 
动 寻找 并 稳定 地 指示 地 垂 线 的 仪表 , 即 下 面 将 讨论 的 陀螺 垂直 仪 和 陀螺 摆 . 


5.1.3 ”陀螺 垂直 仪 的 运动 方程 


对 于 极 轴 在 地 垂 线 附近 的 自由 陀螺 , 如 能 测 出 极 轴 偏 离 地 垂 线 的 角度 坐标 a 
和 8, 并 按 以 下 规律 对 陀螺 施加 修正 力矩 


M; = —C6, My= Ca (5.1.13) 


此 力矩 矢量 沿 径 向 指向 地 垂 线 . 根据 动量 矩 定理 判断 , 与 动量 矩 矢量 方向 一 致 的 陀 
螺 极 轴 必 朝 地 垂 线 方向 进 动 , C 为 径 向 修正 系数 .- 力矩 (5.1.13) 赋予 陀螺 以 自动 寻 
找 地 垂 线 的 能 力 , 从 而 将 自由 陀螺 改造 为 垂直 仪 , 称 为 径 向 修正 陀螺 垂直 仪 . 

实现 径 向 修正 力矩 的 具体 方案 很 多 , 最 简单 的 技术 方案 是 在 陀螺 仪 的 内 环 上 县 
挂 重力 摆 式 的 小 活 门 , 遮掩 住 压缩 空气 的 通道 . 极 轴 处 于 垂直 状态 时 活 门将 气 阶 完 
全 遮掩 . 当 极 轴 带 动 内 环 偏离 地 垂 线 时 , 活 门 露出 部 分 气 隙 , 使 从 气 阶 喷 出 的 压缩 
空气 所 产生 的 反 冲力 恰好 构成 对 支点 的 径 向 修正 力矩 (图 5.2). 更 普遍 的 径 向 修正 
方案 利用 自动 控制 技术 . 例如 , 在 自由 陀螺 内 环 上 悬挂 小 复 摆 P, 和 P. 以 量 测 a 
和 8, 控制 回路 将 量 测 信号 放大 后 输入 沿 外 环 轴 和 内 环 轴 安 装 的 力矩 器 产生 径 向 修 
正 力矩 (5.1.13)( 见 图 5.3). 设 复 摆 P, 和 P 有 相同 的 质量 m MAE ,其 悬挂 轴 
分 别 为 z 和 v 轴 , ao 和 有 分 别 为 P, 偏离 (5,5) 平面 和 Pa 偏离 (7, 5) 平面 的 角 
度 . 只 保留 ,6' 的 一 次 项 时 , 作用 在 两 只 复 摆 上 的 重力 与 惯性 力 相对 悬挂 轴 的 力 
4E M; 和 M; 与 式 (4.1.55) 相同 , RAK a, 改 为 p, u 的 定义 改 为 mgl, W 
V < VIR, 略 去 V?/gR 项 , 得 到 


v (5.1.14) 
wm 


Mi, My 分 别 作用 于 P, 和 Pa. 由 于 复 摆 的 固有 频率 远 高 于 变化 缓 惕 的 力矩 M, Mr, 
根据 4.1.3 节 的 分 析 , 可 以 足够 精确 地 认为 重力 矩 与 悬挂 点 加 速度 引起 的 惯性 力 抵 
互相 平衡 . $ Mt, M, HE, 导出 


PARRAL p=% (5.1.15) 
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图 5.2 径 向 修正 陀螺 委 直 仪 图 5.3 ”由 控制 回路 实现 的 径 向 修正 陀螺 季 直 仪 


陀螺 的 修正 力矩 与 复 摆 相 对 内 环 的 转角 成 正比 , 将 式 (5.1.13) 中 的 a,6 改作 a 一 
ol,B 一 B', 并 将 式 (5.1.15) 代入 后 , 得 到 


Ma = -C í - s). M =c (a+ zaj (5.1.16) 


将 式 (5.1.16) 代入 进 动 方程 (3.3.14), 得 到 O 点 沿 N RERE ERE 8 12 
相对 自然 坐标 系 的 进 动 方程 


@ — NP + co = -x2 (5.1.17a) 
Titarea S. V. (5.1.17b) 
g R 
参数 c 定义 为 o. 
c= 五 (5.1.18) 
利用 式 (5.1.3) 定义 的 复 变 量 z, 将 方程 组 (5.1.17) 合并 为 复数 方程 
z+ (c+if)z= s [v+ (7-%)] (5.1.19) 


5.1.4 ”静止 基 座 上 的 运动 规律 
设 载体 在 惯性 空间 中 静止 , 令 方程 (5.1.19) 中 V = 2 = 0, 得 到 齐 次 方程 
z+cz=0 (5.1.20) 


存在 常 值 特 解 z, = 0, c > 0 时 对 应 的 奇 点 as = ñ, = 0 为 稳定 结 点 . 陀螺 极 轴 的 
平衡 位 置 沿 地 垂 线 方向 , 附近 的 极点 轨迹 是 向 地 垂 线 趋 近 的 径 向 直线 族 ( 见 图 5.4). 
设 zo 为 z 的 初始 值 , 也 可 利用 式 (4.1.48) 直接 写 出 方程 (5.1.20) 的 解 
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z = ze“ (5.1.21) 8 


极 轴 按 指数 规律 向 地 垂 线 趋 近 , 时 间 常 数 等 于 c 的 
倒数 . 如 c < 0, 奇 点 转变 为 不 稳定 结 点 , 极 轴 沿 径 
向 直线 远离 地 垂 线 位 置 . c = 0 为 无 修正 的 平衡 状 
态 . 因此 c > 0 是 陀螺 平衡 状态 渐 近 稳定 的 充分 必 
要 条 件 . 图 5.4 ， 径 向 修正 陀螺 垂直 仪 
5.1.5 “ 基 座 运动 的 影响 的 极点 轨迹 

高 频 周期 变化 的 干扰 作用 对 陀螺 进 动 的 影响 极 小 , 以 后 的 分 析 仅 限于 基 座 的 平 
缓 运动 . 分 别 讨论 以 下 几 种 情况 : 

1) O 点 沿 s 球面 上 的 大 圆 约 做 匀速 运动 

令 方程 (5.1.19) 中 Q = V = 0, 得 到 


¿+= IE (5.1.22) 
常 值 特 解 z, 与 载体 速度 V 成 比例 
z=- (5.1.23) 


对 应 的 奇 点 为 
as =0, ñ, = =R (5.1.24) 

ñ, 表示 极 轴 的 平衡 位 置 偏离 地 垂 线 的 角度 , 称 为 陀螺 垂直 仪 的 速度 误差 . 此 偏差 角 
的 存在 使 力矩 器 中 产生 与 6 成 比例 的 修正 力矩 , 它 迫 使 陀螺 进 动 以 跟 啼 自然 坐标 
系 的 转动 , 极 轴 才 能 相对 基 座 保持 静止 . 方程 (5.1.22) 的 奇 点 类 型 不 受 非 齐 次 项 影 
响 , 仍 为 稳定 结 点 . 平衡 位 置 附近 的 极点 轨迹 仍 为 向 奇 点 趋 近 的 径 向 直线 族 . 如 对 
陀螺 另外 施加 按 式 (5.1.10) 规律 变化 的 修正 力矩 以 保证 极 轴 跟 踪 自然 坐标 系 , 则 偏 
差 角 6, 的 作用 即 被 代替 . 增加 此 力矩 后 运动 方程 成 为 齐 次 方程 , 奇 点 与 坐标 原点 
重合 , 速度 误差 遂 不 存在 . 

2) O 点 沿 .Y 球面 上 的 小 圆 弧 做 匀速 运动 

W O 点 以 O, 为 中 心 , 沿 小 圆 弧 做 匀速 运动 , 测 地 半径 p 远 小 于 地 球 半径 R. 
此 运动 称 为 盘旋 ( 见 图 5.5), 逆 时 针 运动 (Q > 0) 为 左 盘旋 , 顺 时 针 运 动 (Q < 0) 为 
右 盘 旋 . 令 方程 (5.1.19) P V = Qp,V = 0, 略 去 p/R 项 , 得 到 


¿+(c+iQ)z = . 
利用 式 (4.1.48) 写 出 其 一 般 解 


z = Ze + (zo — ze) e ` (eti@)t (5.1.26) 


(5.1.25) 
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图 5.5 载体 的 盘旋 运动 
zc 为 常 值 特 解 , 称 为 陀螺 垂直 仪 的 盘旋 误差 


N? > 
°= (0: + Ə) (—c+if@) (5.1.27) 
m= 
= 2020 p 
eTo TET) Cra 


此 误差 的 产生 原因 是 盘旋 引起 的 离心 惯性 力 使 小 复 摆 偏 转 而 出 现 错误 信息 , 如 将 控 
制 回路 切断 即 可 避免 盘旋 误差 发 生 . 根据 附录 三 的 表 A.4 判断 , 奇 点 ze 为 稳定 焦 
点 , 平衡 位 置 附近 的 极点 轨迹 为 螺 线 族 . 图 5.6 表示 载体 从 沿 大 圆 弧 的 匀速 运动 转 
入 盘旋 时 的 极点 轨迹 . 


° 


图 5.6 盘旋 状态 下 陀螺 垂直 仪 的 极点 轨迹 


3) O 点 沿 .Y 球面 上 的 大 圆 弧 做 变速 运动 
令 方程 (5.1.19) 中 Q = 0, V 为 时 间 + 的 任意 函数 , 得 到 


n [70 _ vo 
¿+ez=i ze R | (5.1.29) 
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仍 利用 式 (4.1.48) 写 出 其 一 般 解 


z(t) = Ë: (0) + if [zn _ rol erar) ea (5.1.30) 
使 用 分 部 积分 法 导出 以 下 等 式 
er 1 ct ka er 
ros dr = š ro: -vo -| Ye ar] (5.1.31) 
利用 此 等 式 将 式 (5.1.30) 化 作 
Z = Za + (zo 一 Ze0)e “t + Za (5.1.32) 


式 中 加 = z (0), zs = —iV /cR 为 式 (5.1.23) 定义 的 速度 误差 , 但 其 数值 随 变化 而 
不 是 常 值 , zso 为 z 的 初始 值 ; z, 是 由 载体 加 速度 引起 的 误差 , 称 为 加 速度 误差 


as Ë (E= A [ V (r) esrar (5.1.33) 
载体 做 匀 加 速 运动 时 , 令 V = a, 加 速度 误差 简化 为 
Za = z4 (1 — et) (5.1.34) 
常数 z* 为 时 间 上 无 限 增 大 时 加 速度 误差 的 极限 值 
z= z (+ 25) (5.1.35) 
将 式 (5.1.34) RAR (5.1.32), 得 到 载体 作 匀 加 速 运动 时 的 陀螺 运动 规律 
z = zs + z + (zo — Zso — 24) e "t (5.1.36) 
载体 匀速 运动 是 a = 0 的 特殊 情形 
z = zs + (zo — 2s) e "t (5.1.37) 


极 轴 按 与 式 (5.1.21) 类 似 的 指数 规律 向 平衡 位 置 = 趋 近 . 载体 静止 时 , 此 平衡 位 置 
与 地 垂 线 一 致 . 载体 匀速 运动 时 , 平衡 位 置 偏离 地 垂 线 产生 速度 误差 . 载体 变速 时 
再 增加 加 速度 误差 . 

52 È R # 


5.21 ”陀螺 摆 的 运动 方程 
对 自由 陀螺 施加 按 以 下 规律 变化 的 修正 力矩 


M, = -pa, Mo = 一 /40 (5.2.1) 


.114 陀螺 力学 (第 二 版 ) 


则 陀螺 极 轴 如 偏离 地 垂 线 , 此 力矩 将 迫使 极 轴 沿 以 地 垂 线 为 中 心 轴 的 圆锥 面 进 动 ， 
从 而 避免 使 偏 角 扩大 . 陀螺 的 运动 规律 与 5.1.2 节 中 令 述 的 垂直 陀螺 视 运 动 十 分 类 
似 , 但 / 足够 大 时 可 显著 增强 抗 干扰 力矩 的 能 力 , 并 缩短 圆锥 运动 的 周期 . 采用 这 
种 原理 的 陀螺 垂直 仪 称 为 陀螺 摆 . 

力矩 (5.2.1) 可 利用 带 小 复 摆 和 力矩 器 的 控制 回路 实现 , 也 可 将 内 环 组 合体 的 
重心 沿 极 轴 偏 离 支点 , 直接 利用 重力 矩 实现 . 与 复 摆 类 似 , 根据 重心 在 支点 的 下 方 
或 上 方 区 分 为 带 下 摆 或 上 摆 的 陀螺 摆 ( 见 图 5.7). 设 m,1 为 内 环 组 合体 的 质量 和 质 
心 相对 支点 的 偏心 距 , y= mgl 为 摆 性 系数 , 则 重力 和 惯性 力 相 对 O 点 的 力矩 与 式 
(4.1.55) 相同 . 如 V < V9 瓦 , EE V?/gR 项 , 得 到 


(5.2.2) 


图 5.7 陀螺 摆 


将 式 (5.2.2) 代入 方程 (3.3.14), 得 到 陀螺 摆 相 对 自然 坐标 系 的 进 动 方程 
kV 


&—(k+Q)8= Sa (5.2.3a) 
B+(k+ Q)o = - >) (5.2.3b) 

参数 定义 为 
k= £ (5.2.4) 


使 用 复数 坐标 z = a +ib, 将 式 (5.2.3) 合并 为 复数 方程 


2+ik+9z=-[y+i( 态 +9)] (5.2.5) 
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5.2.2 ”静止 基 座 上 的 运动 规律 
设 载体 在 惯性 空间 中 静止 , 令 方 程 (5.2.5) 中 V = 0 = 0, 得 到 与 式 (5.1.12) 类 


似 的 齐 次 方程 
ż+ikz=0 (5.2.6) 


常 值 特 解 ze = 0 对 应 的 奇 点 a, = B, = 0 为 中 心 . 陀螺 极 轴 的 平衡 位 置 沿 地 垂 线 方 
向 , 附近 的 极点 轨迹 是 围绕 地 垂 线 的 同心 圆 族 ( 见 图 5.8). 利用 式 (4.1.48) 写 出 方 
程 (5.2.6) 的 解 

z = zoe i (5.2.7) 


8 


图 5.8 ”陀螺 把 的 极点 轨迹 


极点 以 k 为 角速度 沿 圆 轨迹 顺 时针 进 动 , 也 就 是 2.4.4 节 中 令 述 的 拉 格 朗 日 情形 刚 
体 的 受 迫 规则 进 动 , 参数 等 于 式 (2.4.28) 中 的 慢 规 则 进 动 速 度 2, 即 陀螺 摆 的 固 
有 和 角 频 率 . 


5.2.3 ” 基 座 运动 的 影响 
1) O 点 沿 N 球面 上 大 圆 弧 匀 速 运动 
令 方程 (5.2.5) 中 R = V = 0, 得 到 
¿+ikz = -X (5.2.8) 


常 值 特 解 为 
加 一 一 FT (5.2.9) 


v 
%= -FR B= 0 (5.2.10) 
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极 轴 的 平衡 位 置 偏离 地 垂 线 的 角度 os 即 陀螺 摆 的 速度 误差 . os 的 存在 引起 与 之 成 
比例 的 重力 矩 , 它 迫 使 陀螺 进 动 以 跟踪 自然 坐标 系 的 转动 . 方程 (5.2.8) 对 应 的 奇 点 
类 型 仍 为 中 心 , 极点 轨迹 为 围绕 奇 点 的 同心 圆 族 . 

如 果 对 陀螺 施加 按 (5.1.10) 规律 变化 的 修正 力矩 , 则 动力 学 方程 变 为 齐 次 , 奇 


点 与 坐标 原点 重合 使 速度 误差 消失 . 
2) O 点 做 盘旋 运动 
令 方程 (5.2.5) P V = Np, V = 0, RE p/R 项 , 得 到 
2+i(k+ 0 = we (5.2.11) 
利用 式 (4.1.48) 写 出 其 一 般 解 
z = ze + (zo — zc)e (k+f0)t (5.2.12) 
陀螺 摆 的 盘旋 误差 z。 定义 为 
kR? 
大 二 = 人 (5.2.13) 
8 k? 
a= -rA 6.=0 (5.2.14) 


此 误差 由 盘旋 产生 的 离心 惯性 力 引起 . 奇 点 zç 也 是 中 心 , 附近 的 极点 轨迹 仍 为 同心 
圆 族 . 进 动 周期 了 = 2x/(k + 0) 受 盘 旋 运 动 影响 而 缩短 (Q > 0) 或 延长 (2 < 0). 
图 5.9 表示 载体 从 沿 大 图 弧 的 匀速 运动 转 入 盘旋 时 的 极点 轨迹 . 


图 5.9 盘旋 状态 下 陀螺 摆 的 极点 轨迹 


3) O 点 沿 N 球面 上 的 大 圆 弧 做 变速 运动 
令 方程 (5.2.5) 中 0 = 0, V 随时 间 t 任意 变化 , 得 到 


ż+ikz=- n + ze] (5.2.15) 
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利用 式 (4.1.48) 写 出 其 一 般 解 , 利用 分 部 积分 公式 (5.1.31) 化 作 
Z= ze + (zo — ze) e E + za (5.2.16) 
式 中 z, 为 加 速度 误差 


2 + 
Z=- (ë 一 1) aj V (z) e ikrdr (5.2.17) 
P o 


FF k, = /9/R A 4.1.5 节 中 定义 的 舒 勒 频率 . 载体 作 匀 加 速 运动 时 , 令 V = o, za 
简化 为 

Za = z (1—e™*) (5.2.18) 
常数 z 定义 为 


z= z 人 z Ë) (5.2.19) 


将 式 (5.2.18) 代入 式 (5.2.16), 得 到 载体 做 匀 加 速 运动 时 的 陀螺 运动 规律 
z= za + z} + (zo — zo — zz) e it (5.2.20) 
载体 匀速 运动 为 c = 0 的 特殊 情形 
z = zs + (zo — ze) e it (5.2.21) 


此 时 极 轴 围 绕 平衡 位 置 x。 以 周期 Th = 2x/k 作 受 迫 规 则 进 动 . T 与 陀螺 摆 的 动量 
矩 和 摆 性 系数 有 关 


p= (5.2.22) 


当 载 体 静 止 时 , SERRA HOERA. 载体 匀速 运动 时 , 此 中 心 轴 
偏离 地 垂 线 产生 速度 误差 . 载体 变速 时 再 增加 加 速度 误差 . 
5.2.4 ”陀螺 摆 的 舒 勒 条 件 
4.1.5 节 中 叙述 的 不 受 加 速度 干扰 的 舒 勒 周期 在 复 摆 上 难以 实现 , 但 有 可 能 在 
陀螺 摆 上 实现 . 令 陀 螺 摆 的 固有 频率 等 于 每 勒 频率 , 即 
k=k (5.2.23) 


则 式 (5.2.17) 表示 的 加 速度 误差 z, 消除 为 零 . 不 论 载体 如 何 变速 , 陀螺 摆 除 
速度 误差 以 外 不 增加 其 他 误差 . 式 (5.2.23) 为 陀螺 摆 的 舒 勒 条 件 , 满足 此 条 件 时 陀 
螺 择 的 受 扎 规则 进 动 局 期 为 舒 勒 周期 , 即 84.4 分 钟 . 
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将 条 件 (5.2.23) 代入 进 动 方程 (5.2.15), 化 作 
iyik -ER (V+ikV) (5.2.24) 
对 于 V (t) 的 任意 变化 规律 , 此 方程 都 存在 特 解 


z(t) = 时 (5.2.25) 
于 是 从 另 一 角度 证 明 , 只 要 满足 每 勒 条 件 , 且 陀 螺 摆 的 起 始 偏 角 等 于 速度 误差 , 则 
不 论 载体 沿 大 圆 弧 如 何 变速 , 陀螺 摆 除 速度 误差 以 外 不 附加 任何 其 他 误差 . 这 时 支 
点 加 速度 所 引起 的 惯性 力矩 恰好 使 陀螺 摆 进 动 到 与 新 的 速度 误差 相 适应 的 平衡 位 
置 . 因此 根据 式 (5.2.25) 还 可 利用 每 勒 周期 陀螺 摆 量 测 载体 的 绝对 速度 . 

上 述 舒 勒 条 件 可 以 扩大 到 O 点 沿 N 球面 作 任意 变速 运动 情形 . 将 条 件 (5.2.23) 
代入 一 般 形式 的 动力 学 方程 (5.2.5), 化 作 

itih +O) [V +i + WV] (5.2.26) 

可 看 出 , R (5.2.25) 也 是 方程 (5.2.26) 的 特 解 . 只 要 初始 条 件 与 此 特 解 一 致 , 不论 
V (t) 和 R (t) 如 何 变 化 均 不 存在 加 速度 误差 . 但 Q Z 0 时 每 勒 条 件 虽 仍 适 用 , 陀螺 
摆 的 进 动 周期 却 并 不 等 于 舒 勒 周期 而 与 角速度 Q 有 关 . 


5.2.5 ”稳定 性 问题 


对 于 带 上 摆 的 陀螺 摆 , 由 于 重心 位 置 的 改变 , RHE M, 和 M, 应 同时 改变 方 
向 , 进 动 方程 (5.2.6) 变 为 
Zz—ikz=0 (5.2.27) 


根据 附录 三 的 表 A.4, 奇 点 zs = 0 仍 为 中 心 , 只 是 极 轴 的 进 动 方向 变 为 逆 时 针 , 与 
带 下 摆 的 陀螺 摆 相反 . 因此 根据 进 动 理论 的 分 析 , 无 论 陀螺 摆 的 重心 位 置 在 支点 的 
下 方 或 上 方 , 其 运动 均 为 稳定 . 但 此 结论 带 有 近似 性 , 在 陀螺 的 章 动 理论 中 将 证 明 ， 
与 下 摆 情 形 不 同 , 带 上 择 的 陀螺 摆 稳 定性 附加 有 限制 条 件 . 

如 陀螺 摆 的 内 环 轴 和 外 环 轴 不 相交 , 且 内 环 组 合体 的 重心 O, 夹 在 内 环 轴 与 外 
环 轴 之 间 ( 见 图 5.10). 则 内 环 组 合体 相对 外 环 币 和 内 环 轴 的 重力 矩 M. 和 M, 中 
只 有 一 个 需 改变 方向 . 如 O. 与 内 环 轴 和 外 环 轴 的 距离 都 等 于 1, 陀螺 的 进 动 方程 变 
为 

z 土 kz =0 (5.2.28) 

其 中 z 为 z WRA. 根据 表 A.4 判断 , 此 方程 的 奇 点 z, = 0 为 鞍点 , 极 轴 的 平 
衡 位 置 不 稳定 , 极点 轨迹 如 图 5.11 所 示 . 
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图 5.10 ”内 外 环 轴 不 相交 的 陀螺 摆 
B 


— 
图 5.11 ”内 外 环 轴 不 相交 陀螺 摆 的 极点 轨迹 


即使 是 稳定 的 陀螺 摆 , 极 轴 也 只 能 围绕 地 垂 线 作 受 迫 规则 进 动 而 不 能 直接 指 
RAER. 因此 还 必须 采取 阻尼 措施 使 稳定 的 平衡 位 置 变 为 渐 近 稳定 , 奇 点 类 型 由 
中 心 转变 为 稳定 焦点 或 稳定 结 点 , 极 轴 才 可 能 趋 近 地 垂 线 位 置 . 有 以 下 几 种 阻尼 方 
法 : 

1) 利用 轴承 黏 性 摩擦 

设 万 向 支架 轴承 内 存在 条 性 摩擦 , 摩擦 力矩 与 支架 的 相对 转动 角速度 成 正比 ， 
D 为 比例 系数 


M; = —Dëé, M,=-D$ (5.2.29) 

增加 此 摩擦 力矩 的 陀螺 摆 进 动 方程 为 
&—dó—k8=0 (5.2.30a) 
Ü + dó + ka = 0 (5.2.30b) 


其 中 d= D/H. 将 方程 组 (5.2.30) 合并 为 复数 方程 


¿+ (=e) (d+i)z=0 (5.2.31) 
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此 方程 的 奇 点 z, 0 也 是 稳定 焦点 . 但 这 种 阻尼 方案 实际 上 并 不 可 行 , 因为 轴承 订 
控 的 存在 会 使 载体 运动 对 陀螺 产生 干扰 . 

2) 利用 径 向 修正 力矩 

增加 径 向 修正 力矩 是 有 实际 意义 的 阻尼 方案 . 在 静止 基 座 上 的 陀螺 摆 进 动 方程 
中 增加 式 (5.1.13) 表示 的 径 向 修正 力矩 后 , 变 为 


¿+ (c+ ik)z = 0 (5.2.32) 


根据 表 A.4 判断 , 此 方程 的 奇 点 z, = 0 为 稳定 焦点 .根据 动量 矩 定理 , 力矩 矢量 
的 方向 表示 极 轴 极点 在 (o, 8) 平面 上 的 运动 趋势 . 仅 须 在 陀螺 摆 上 增加 指向 极点 
轨迹 内 部 的 力矩, 均 能 使 极点 向 内 转移 至 半径 愈 来 愈 小 的 圆 轨迹 而 逐渐 趋 近 奇 点 . 
可 见 在 式 (5.1.13) 的 两 个 力矩 分 量 中 任 选 一 个 单独 作用 都 能 起 到 阻尼 效果 ( 见 图 
5.12(a), (b)). 


图 5.12 ” 带 阻 尼 陀螺 摆 的 极点 轨迹 


3) 利用 液体 连通 器 
将 图 4.9 所 示 的 液体 连通 器 固定 在 陀螺 摆 的 壳 体 上 . 按 4.1.4 节 的 分 析 , 连通 
器 内 的 液体 对 器 壁 产生 与 液 面 倾角 6 成 正比 的 倾覆 力矩 


M, = "6 (5.2.33) 


比例 系数 y 相当 于 上 摆 性 复 摆 的 摆 性 系数 . 令 K = p/H, 增加 此 倾覆 力矩 后 的 陀 
螺 摆 进 动 方程 为 


G-k6+k39=0 (5.2.34a) 
P+ka=0 (5.2.34b) 


9 的 变化 规律 由 方程 (4.1.53) 确定 , 即 
T+$-B=0 (5.2.34c) 
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导出 方程 组 (5.2.34) 的 特征 方程 
T8? +8? +k°Ts +k (k — k') = 0 (5.2.35) 


利用 附录 二 中 表 A.2 列 出 的 劳 斯 - 赫 尔 维 蒋 判 据 , 系统 (5.2.34) 的 渐 近 稳 定性 条 件 
为 > 或 
n> (5.2.36) 
即 陀螺 摆 的 恢复 效应 大 于 液体 摆 的 倾覆 效应 时 为 渐 近 稳定 , 极 轴 向 地 垂 线 趋 近 . 反 
之 运动 不 稳定 , 陀螺 摆 受 扰 即 倾覆 . 


5.3 四 陀螺 垂直 仪 


5.3.1 ”四 陀螺 垂直 仪 的 运动 方程 
讨论 由 四 陀螺 系统 G; (7 = 1,2,3,4) 构成 的 四 陀螺 垂直 仪 , 其 进 动 方程 的 一 般 
形式 已 由 式 (3.5.31) 给 出 . 设 内 环 组 合体 的 质心 O. 向 下 沿 z 轴 偏 离 支点 O, 绕 外 
环 轴 和 内 环 轴 的 重力 和 惯性 力矩 Me, My 与 式 (5.2.2) 完全 相同 , 其 中 m, ! 定义 为 
内 环 组 合体 的 质量 和 摆 距 ， 设 陀螺 G1, G2 的 支架 与 内 环 之 间 有 弹簧 相 联系 , 弹簧 
BIE M, 与 偏 角 y 成 比例 ; 陀螺 Gs, Ga 的 支架 也 用 弹 筑 与 壳 体 联结 , 弹簧 反 力 
矩 Ms 与 ó 角 成 比例 . M. 和 Ms 都 可 传递 至 外 环 轴承 转换 成 外 力矩 . 如 弹簧 有 相 
同 的 刚度 系数 K, WA 
M,=-Ky, M;=-Kô (5.3.1) 


以 自然 坐标 系 为 参考 坐标 系 , 将 方程 (5.3.1) 中 的 Re, 2,, N 以 表 3.1 的 第 一 行 
代入 , Mz,My,My,Ms 以 式 (5.2.2) 和 (5.3.1) 代入 , 得 到 动 基 座 上 四 陀螺 垂直 仪 的 进 
动 方程 


了 +85 kia = avg (5.3.2a) 
È- Qy+ hi 8 = a (5.3.2b) 
å- 8 + kay = 0 (5.3.2c) 
$+ Ra- kô = -£ (5.3.2d) 
参数 ki, ka 定义 为 
h =Ë, b= 5 (5.3.3) 
定义 复 变 量 z A u 


z=a+iß, w=6+iy (5.3.4) 
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将 方程 组 (5.3.2) 综合 成 两 个 复数 方程 


i+ins- ik =- 


b +iQu — ikiz = Ë (v +iva) 


5.3.2 ”静止 基 座 上 的 运动 规律 


设 载体 静止 , 令 方程 (5.3.5) 中 V = 0 = 0, 得 到 齐 次 方程 组 


ż—ikw=0 
tb — ikiz = 0 


(5.3.5a) 


(5.3.5b) 


(5.3.6a) 
(5.3.6b) 


常 值 特 解 z, = ws = 0 表明 内 环 平面 的 平衡 位 置 为 水 平面 , 各 陀螺 极 轴 的 平衡 位 置 


为 弹簧 不 变形 的 位 置 . 将 方程 组 (5.3.6) 消去 w, WE z 的 二 阶 微分 方程 


z+k2z=0 
固有 频率 定义 为 

k= /kik; 
复数 方程 (5.3.7) 可 分 解 为 两 个 独立 的 实数 方程 


ä+ka=0 


B+k2B=0 


(5.3.7) 


(5.3.8) 


(5.3.98) 
(5.3.9b) 


可 见 a 和 6 以 同一 频率 作 谐 振动 , 平衡 位 置 z = ws = 0 稳定 . 内 环 的 法 线 轴 在 
地 垂 线 附近 的 极点 轨迹 不 仅 取决 于 a 和 8 的 初 值 , 且 与 y 和 6 的 初 值 有 关 , 可 形 
成 各 种 封闭 的 李 萨 如 图 形 . (a, 8) 平面 上 不 存在 单 值 的 矢量 场 和 极点 轨迹 族 , 是 四 


陀螺 垂直 仪 区 别 于 陀螺 择 的 重要 特点 . 
5.3.3 ” 基 座 运动 的 影响 


1) O 点 沿 N 球面 上 大 圆 弧 勾 速 运动 
令 方程 (5.3.5) 中 Q = V = 0, 化 作 


gq a = IF 


R 
ù — ikiz = 0 


常 值 特 解 为 


V 
zs = 0, ú = ER 


(5.3.10a) 
(5.3.10b) 


(5.3.11) 


353 se BMR003ESDEEYO . 123. 


或 
Gas = B, =% =0, ó, = ne (5.3.12) 
除 陀螺 Ga, G, 有 常 值 偏 角 以 外 , 内 环 法 线 轴 的 平衡 位 置 仍 保持 与 地 垂 线 一 致 . 因此 
不 存在 速度 误差 , 是 四 陀螺 垂直 仪 区 别 于 陀螺 摆 的 另 一 特点 . 


2) O 点 做 盘旋 运动 
令 方程 (5.3.5) F V = Qp,V = 0, 略 去 p/R 项 , 得 到 
ż+iz-ikw=0 (5.3.13a) 
ù +iQw — ikiz = aee (5.3.13b) 
其 常 值 特 解 xue 为 
k2Q2 k103 
r= “°= s= E) We 
k20Q2o kip 
a= py ENEO &= 0-9 (5.3.15) 
其 中 as 为 四 陀螺 垂直 仪 的 盘旋 误差 . 
方程 组 (5.3.13) 的 特征 方程 为 
8? +2iQs + (k? — 02) =0 (5.3.16) 
其 特征 根 为 纯 虚 根 
s12 = —i(f + k) (5.3.17) 
表明 内 环 法 线 轴 和 各 陀螺 极 轴 在 平衡 位 置 zo, w 附近 作 8 + k 频率 的 谐振 动 . 
3) O 点 沿 .Y 球面 上 的 大 圆 弧 做 变速 运动 
令 方程 组 (5.3.5) 中 Q = 0,V 随时 间 t 任意 变化 , 得 到 
ż-iku= -YO (5.3.18a) 
ù — ikiz = sro (5.3.18b) 
可 化 作 z 或 w 的 二 阶 方程 
学 十 k2z 二 -4 (ë 一 1) (5.3.19a) 


k; P 
“isa U ki z 
ú+ = = (č +v) (5.3.19b) 
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利用 杜 哈 美 (Duhamel) 积分 求 出 方程 (5.3.9a) 的 特 解 ， 即 四 陀螺 垂直 仪 的 加 速度 误 
| Vr)sink(t — T) dr (5.3.20) 


差 za < ñ 
-和 |[ 
载体 做 匀 加 速 运 动 时 , V = a, 上 式 简 化 为 与 式 (5.2.18) 相似 的 形式 
Za = z (1 — cos kt) (5.3.21) 
其 中 z; 的 定义 与 式 (5.2.19) 相同 . 
5.3.4 ”四 陀螺 秋 直 仪 的 舒 勒 条 件 


设 四 陀螺 答 直 仪 的 固有 频率 等 于 每 勒 频率 k, 则 不 论 速度 V 如 何 变化 , R 
(5.3.20) 表示 的 za 必 消 除 为 零 . 方程 (5.3.19a) 成 为 齐 次 , 运动 方程 化 作 


ž+k?z=0 (5.3.22a) 
ë+ ku = ER (+RV) (5.3.22b) 

存在 以 下 特 解 
z=0 v= Er (5.3.23) 


式 (5.3.23) 与 式 (5.3.11) 完全 相同 , 仅 V (t) 随时 间 改 变 . 因此 不 论 载体 沿 大 圆 弧 如 
何 变速 , 四 陀螺 垂直 仪 不 附加 任何 与 加 速度 有 关 的 误差 . 
如 O 点 沿 .Y 球面 做 任意 变速 运动 , 从 方程 组 (5.3.5) 中 消去 w, 化 作 z 的 二 
阶 微分 方程 
, i /k2 P 
Z+2iQ;+ (e - 02 +ib) z = -i (ë z 1) (v + iva) (5.3.24) 
k = ks 时 (5.3.24) 亦 变 为 齐 次 方程 , 无 论 V (t) 和 0 (t) 如 何 变化 均 不 存在 加 速度 
误差 . 因此 和 舒 勒 条 件 的 适用 范围 可 扩大 到 载体 沿 .人 球面 作 任意 变速 运动 情形 . 
5.3.5 ”稳定 性 问题 
为 了 消除 四 陀螺 垂直 仪 在 平衡 位 置 附近 的 等 幅 摆动 , 必须 采取 阻尼 措施 使 稳定 
的 平衡 位 置 变 为 渐 近 稳定 . 在 外 环 轴 和 内 环 轴 上 安装 力矩 器 , 分 别 产生 与 5 或 7 成 
比例 的 修正 力矩 
M, = C5，My = -CT (5.3.25) 
在 陀螺 Gi, Ga 以 及 Gs, G, 的 支架 转轴 上 也 安装 力矩 器 , 分 别 产生 与 a 或 6 成 比 
例 的 修正 力矩 
My = -Ca, Ms= CB (5.3.26) 
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在 方程 组 (5.3.13) 中 增加 (5.3.25),(5.3.26) 各 力矩 项 , Q c = C/H, 略 去 与 奇 点 稳定 
性 无 关 的 非 齐 次 项 , 得 到 盘旋 运动 的 进 动 方程 为 


+ cz + if)z -ikw = 0 (5.3.27a) 
tb + cu) + ifhu) — ikiz = 0 (5.3.27b) 
此 方程 组 的 特征 方程 为 
s2+2(c+iQ)s+(c+i0)2+k2 = 0 (5.3.28) 
特征 根 为 
81,2 = —c+ i(f + k) (5.3.29) 


特征 根 内 负 实 部 的 出 现 使 自由 振动 衰减 , 平衡 位 置 转 为 渐 近 稳定 . 


5.4” 非 线性 问题 


5.4.1 开关 特性 


如 作用 于 陀螺 的 力矩 Mz, M, 为 a, 8 的 任意 非 线 性 函数 , 仍 可 利用 方程 (5.1.4) 
确定 极点 轨迹 的 几何 特征 . 图 5.13 表示 可 能 出 现 的 几 种 非 线 性 力矩 特性 . 


图 5.13 ”修正 力矩 的 非 线性 特性 
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先 讨论 具有 开关 特性 的 径 向 修正 陀螺 垂直 仪 ( 见 图 5.13(a)), 其 修正 力矩 为 


M; = —Msign68, My = Msigna 


(5.4.1) 
代入 方程 (5.1.4), 得 到 


-es (5.4.2) 
在 (o, 0) 平面 的 第 一 、 三 象限 内 , 极点 轨迹 是 斜率 等 于 1 的 平行 线 族 , 在 第 二 、 四 象 
限 内 是 斜率 等 于 —1 的 平行 线 族 , 与 坐标 轴 相 过 后 沿 坐 标 轴 向 原点 趋 近 ( 见 图 5.14). 


6 


图 5.14 具有 开关 特性 的 陀螺 垂直 仪 极 点 轨迹 
5.4.2 不 灵敏 特性 


如 陀螺 垂直 仪 的 复 摆 元 件 存在 范围 为 +o 的 不 灵敏 区 , 复 摆 偏 角 在 此 范围 内 时 
输出 信息 为 零 , 修正 力矩 的 变化 规律 为 ( 见 图 5.13(b)) 


ia { -Msign6 (|8| > 0) 
0 (Bl > o) 


I (5.4.3) 
M,= I Megis (lal > o) 
(lal > o) 


在 (e, 8) 平面 内 用 a = 0, 8 = +o 4 条 直线 分 隔 成 9 个 区 域 ( 见 图 5.15). 分 别 几 
种 情况 讨论 : 


1) a,b 都 在 不 灵敏 区 外 , 极点 轨迹 与 开关 特性 相同 . 


2) a 在 不 灵敏 区 内 , 8 在 不 灵敏 区 外 , 极点 轨迹 为 平行 于 8 轴 的 直线 族 . 
3) 6 在 不 灵敏 区 内 , a 在 不 灵敏 区 外 , 极点 轨迹 为 平行 于 a 轴 的 直线 族 . 
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图 5.15 “具有 不 灵敏 特性 力 的 陀螺 委 直 仪 极点 轨迹 


4) o, 都 在 不 灵敏 区 内 , 在 此 区 域内 的 任意 位 置 陀螺 都 处 于 无 力矩 状态 , 极 轴 
随 遇 平 衡 . 因此 陀螺 垂直 仪 在 不 灵敏 区 范围 内 存在 静态 误差 , 其 最 大 值 等 于 o 


laslmax = lBslmax = z (5.4.4) 


5.4.3 ”饱和 特性 


如 陀螺 垂直 仪 的 修正 力矩 与 复 摆 偏 角 之 间 的 线性 关系 (5.1.13) 存在 +c 的 有 
限 范围 , 越 出 此 范围 时 修正 力矩 保持 常 值 而 具有 饱和 特性 力矩 变化 规律 为 ( 见 图 
5.13(c)) 


= 


2 { -Msigng (|B| > 0) 


-cB (Il > o) (845) 
M= { Msigna (|a| > c) áj 
ca (lal > o) 


仍 以 a = +0, B = +04 条 直线 分 隔 成 9 个 区 域 (WE 5.16). 极点 轨迹 有 以 下 特 
点 : 
1) a, 8 都 在 饱和 区 内 , 极点 轨迹 与 开关 特性 相同 . 
2) a 在 线性 区 内 , 6 在 饱和 区 内 , 极点 轨迹 是 以 8 轴 为 渐 近 线 的 指数 曲线 族 . 
3) 6 在 线性 区 内 , a 在 饱和 区 内 , 极点 轨迹 是 以 a 轴 为 渐 近 线 的 指数 曲线 族 . 
4) a, 8 都 在 线性 区 内 , 极点 轨迹 为 5.1 节 所 倪 述 的 向 原点 趋 近 的 径 向 直线 族 , 


5.4.4 MIRTE 


如 陀螺 垂直 仪 的 修正 力矩 具有 开关 特性 , 且 存在 范围 为 +o 的 滞 环 . EMKE 
围 内 修正 力矩 的 值 取 决 于 o 或 8 的 变化 趋势 , 其 规律 为 ( 见 图 5.13(d)) 
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图 5.16 ”具有 饱和 特性 的 陀螺 委 直 仪 极点 轨迹 


i I —Msign8 (18| > 0) 

i Msigng (|| > o) 

asa Msigna (la| > o) 

y> —Msignė (la| > o) 

滞 环 的 存在 使 图 5.14 中 各 个 象限 内 不 同类 型 极点 轨迹 的 有 效 范围 扩大 , 如 表 5.1 和 
图 5.17 所 示 , 图 中 S, 表示 第 i 象限 扩大 后 的 原点 位 置 . 


(5.4.6) 


3 5.1 
象限 å È 扩大 后 的 边界 线 
1 = - a=-0, p=-o 
2 $ - a=0, B= —= 
3 + + a=o B=c 
4 一 十 a=-0, B= = 


p 有 6 B 
S, 
“ a So Ñ a 
n S, 


图 5.17 ##KES|EFJ9 Rr ANES K 


将 四 类 区 域 的 极点 轨迹 画 在 一 起 , 在 滞 环 范围 内 极点 轨迹 互相 重 登 , 矢量 场 并 
非 单 值 . 此 区 域内 的 实际 极点 轨迹 必须 根据 运动 的 历史 由 当时 & 和 à 的 符号 确定 . 
以 图 5.18 为 例 , 陀螺 极点 从 4 点 开始 沿 第 一 象限 的 轨迹 运动 , 到 达 B 点 后 M 变 
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=, P 亦 随 之 变 号 , 极点 改 沿 第 四 象限 的 轨迹 运动 . 到 达 C 点 后 Š 再 次 变 号 , 恢复 
第 一 象限 轨迹 . 到 达 D 点 后 M, 变 号 使 é 变 号 , 又 改 沿 第 二 象限 轨迹 运动 , 如 此 继 
续 不 已 . 可 以 看 出 , 陀螺 极点 的 运动 趋势 仍 朝向 原点 , 但 进入 浅 环 区 域 后 即 在 此 区 
域内 做 永 不 停息 的 自 激 振动 . 


图 5.18 具有 灌 环 特性 的 陀螺 垂直 仪 极 点 轨迹 


5.4.5 ”库仑 摩擦 特性 
设 陀 螺 垂 直 仪 的 万 向 支架 轴承 中 存在 库仑 摩擦 力矩 Mis 和 Mi, (i = 1,2), 其 
动 摩擦 力矩 的 模 等 于 最 大 静摩擦 力矩 Mr, 方向 取决 于 & 或 户 的 符号 ( 见 图 5.19). 
Miz = -Misigna (å = 0 Bf |Mis| < Mr) 


Mi = -Misignb (È = 0 P$ |Ma] < M) Gan 


图 5.19 ”库仑 摩擦 力矩 特性 


he (5.1.13), 在 方程 (5.1.4) 中 增加 库仑 摩擦 力矩 (5.4.7) JA, 
s, s (5.4.8) 
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式 中 z = Mi/C. 方程 (5.4.8) 的 奇 点 仍 为 稳定 结 点 , 其 位 置 取决 于 ó 和 b 的 符号 ， 
如 表 5.2 所 示 . 


表 5.2 
象限 à $ 奇 点 位 置 
í 一 一 Si: ae=-0, B, =c 
2 + = S2: m=-o a= -0 
3 + + Sa: as=0, Ps = -0 
4 - + Sa: as=0, =o 


将 图 5.3 按 象限 分 解 为 4 个 部 分 , 各 部 分 的 原点 移 至 表 5.2 规定 的 奇 点 位 置 
S, (i =1,::- ,4), 即 组 成 有 库仑 摩擦 情形 的 极点 轨迹 ( 见 图 5.20). Æ la] < c, |8| < 
s 区 域内 , 因 修 正 力矩 小 于 最 大 静摩擦 力矩 , 陀螺 处 于 随 遇 平 衡 状 态 , 此 区 域 可 看 
作 是 库仑 摩擦 引起 的 不 灵敏 区 . 陀螺 在 不 灵敏 区 内 存在 静态 误差 , 其 最 大 值 为 


laslmax = [Bslmax = x: (5.4.9) 


图 5.20 “存在 库仑 摩擦 的 陀螺 委 直 仪 极点 轨迹 
在 陀螺 摆 中 增加 轴承 的 库仑 摩擦 力矩 , 其 极点 轨迹 方程 为 


= (5.4.10) 


其 中 o = Mr/p. 此 方程 的 奇 点 仍 为 中 心 , 位 置 取决 于 à 和 有 的 符号 , 如 表 5.3 
所 示 ， 

将 图 5.8 按 象限 分 解 为 4 个 部 分 , 将 各 象限 的 原点 移 至 表 5.3 规定 的 奇 点 位 置 
Si, 即 组 成 带 库仑 摩擦 陀螺 摆 的 极点 轨迹 (图 5.21). 它 是 由 半径 逐渐 缩小 的 圆 弧 组 
成 的 螺 线 , 进入 库仑 摩擦 不 灵敏 区 后 转 为 随 遇 平 衡 . 陀螺 在 不 灵敏 区 内 的 最 大 静态 
误差 为 
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表 5.3 
象限 à È KC: 1 
1 + 一 S: os=-— ñ =c 
2 + * S2: Qs =-—0, B, = —c 
3 一 十 S3: as=0, B, = -0 
4 2 È 


Si: as 三 op = c 


图 5.21 存在 库仑 摩擦 的 陀螺 把 极 点 轨迹 


到 -M 
laslmax = lBslmax = 1 (5.4.11) 


由 于 此 静态 误差 的 存在 , 陀螺 摆 不 能 利用 轴承 库仑 摩擦 作为 其 阻尼 方案 . 
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1852 年 伟 科 展示 的 第 一 台 陀 螺 仪 的 重要 启示 在 于 : 利用 陀螺 仪 的 特殊 力学 现 
象 可 以 指示 地 球 的 自转 轴 ， 以 代替 指示 地 球 磁 轴 的 磁 罗 经 用 于 船舶 导航 . 由 于 地 球 
AR ARRA, 傅 科 陀螺 仪 的 定向 作用 极其 微弱 且 不 能 克服 船舶 揪 扔 的 影响 ， 未 
能 实际 应 用 . 利用 重力 摆 代 状 地 球 自转 的 惯性 力 乱 修正 陀螺 极 轴 的 方位 是 现实 可 
行 的 方案 . 1908 年 安 休 英 根 据 此 原理 设计 造成 了 第 一 台 自 动 指 北 的 陀螺 罗 经 . 1909 
年 斯 佩 里 造 出 了 原理 相同 的 陀螺 仪 . 两 种 仪器 的 力学 原理 相同 , 但 采用 了 不 同 的 技 
术 方 案 克 服 船舶 播 摆 的 影响 , 形成 陀螺 罗 经 不 同 的 两 种 系列 . 本 章 基于 陀螺 进 动 理 
论 叙 述 陀螺 罗 经 的 指 北原 理 和 阻尼 方案 , 讨论 船舶 的 加 速度 和 扬 摆 引起 的 指示 误差 
和 消除 方法 以 及 舒 勒 周期 对 陀螺 罗 经 的 重要 意义 . 利用 角度 坐标 的 复数 表达 和 非 线 
性 振动 摄 动 方法 以 简化 葡 琐 的 数学 推导 .现代 的 陀螺 罗 经 采用 控制 回路 的 电磁 力 
矩 实 现 修正 作用 , 发 展 为 电 控 陀螺 罗 经 . 1928 年 安 休 英 曾 设想 将 罗 经 与 地 平 仪 合 为 
一 体 , 称 为 空间 罗 经 . 1935 年 盖 克 勒 (J. W. Gecker) 提出 的 空间 罗 经 原理 方案 可 使 
指示 子午 面 和 水 平面 的 运动 同时 实现 舒 勒 周期 . 


6.1 陀螺 罗 经 


6.1.1 ”水平 陀螺 的 视 运 动 
由 于 地 球 自转 , 对 于 地 球 上 的 观测 者 , 在 惯性 空间 中 保持 定 轴 性 的 自由 陀螺 表 
现 出 相对 地 球 的 视 运 动 . 设 陀螺 的 外 环 轴 沿 地 垂 线 固 定 于 地 球 , 令 (O — Ent) 各 轴 
依次 与 地 理 坐 标 系 的 Z, E, N 轴 重 合 , 进 动 方程 (3.3.21) 中 的 Me, My 为 零 , 得 到 
g ()a=- Tunç (6.1.1a) 
R 


设 初始 时 陀螺 的 极 轴 沿 子午 线 , 即 a (0) = 8 (0) = 0, 从 方程 (6.1.1) 导出 陀螺 视 运 
动 的 初始 角速度 


$+ ($) Gs (6.1.1b) 


&(0) = -TE tang, 有 (0) = = (6.1.2) 


a(0) 和 PB(0) 的 存在 使 极 轴 和 逐渐 偏离 子午 线 位 置 . 图 6.1 表示 P 点 处 的 陀螺 极 轴 随 
地 球 转 至 P 点 处 时 相对 子午 线 的 偏 移 . 
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对 陀螺 施加 按 以 下 规律 变化 的 力矩 
HV; 
e=- i M=- i 


(6.1.3) 
代入 方程 (3.3.21) 后 可 使 非 齐 次 项 消除 
F, 成 为 


&= ($) B=0 (6.1.4a) 


B+ 的 a=0 (6.1.4b) 图 6.1 陀螺 极 轴 的 视 运动 


此 方程 与 极 轴 在 地 垂 线 附近 的 方程 (5.1.11) 形式 相同 , 只 须 将 系数 Q 换 为 Vs/R. 
极 轴 的 平衡 位 置 为 子午 线 , 对 应 的 奇 点 为 中 心 . 如 初始 时 极 轴 准 确 地 与 子午 线 一 致 ， 
则 可 保持 在 此 位 置 上 . 极 轴 稍 偏离 子午 线 时 , 由 于 地 球 自转 的 反馈 作用 , 它 将 围绕 
子午 线 做 周期 超过 24 小 时 的 圆锥 运动 . 

船舶 或 飞机 的 导航 系统 不 仅 需 要 稳定 的 水 平 基准 , 而 且 需 要 稳定 的 方位 基准 . 
1852 年 的 佛 科 陀螺 是 利用 陀螺 仪 指示 子午 线 的 最 初 方案 , 但 它 不 能 用 于 摇摆 的 载 
体 . 利用 上 述 修正 力矩 (6.1.3) 消除 自由 陀螺 的 视 运动 可 使 极 轴 保 持 子午 线 位 置 , 成 
为 利用 陀螺 仪 指示 方位 的 另 一 种 方案 . 其 缺点 是 极 轴 的 子午 线 位 置 必须 预先 对 准 而 
不 能 自动 寻找 , 而 且 由 于 方程 (6.1.4) 的 系数 Vr /R 极 小 , 任何 微小 的 干扰 力矩 都 能 
导致 极 轴 显著 偏离 子午 线 , 继而 产生 长 周期 的 视 运 动 . 因此 它 只 能 在 短暂 的 时 间 范 
围 内 指示 方位 , 在 航空 导航 系统 中 称 为 陀螺 方位 仪 或 陀螺 半 罗 盘 . 另 一 种 更 完善 的 
方案 称 为 陀螺 罗 经 , 为 本 章 的 主要 亿 述 对 象 . 


6.1.2 ”陀螺 罗 经 的 动力 学 方程 
在 陀螺 的 内 环 组 合体 上 施加 绕 内 环 轴 的 修正 力矩 , 与 偏 角 6 成 正比 


M, = -p8 (6.1.5) 


在 方程 (3.3.21a) 中 增加 此 力矩, W: ó = 0, 化 作 


é (+ 2)a=o (6.1.6) 


将 式 (6.1.6) 与 (6.1.4a) 对 比 , 只 要 选择 足够 大 的 参数 /就 能 使 原来 十 分 微弱 的 地 
球 自转 反馈 作用 明显 增强 , 且 能 提高 抗 干扰 力矩 能 力 . 极 轴 偏 东 上 升 时 力矩 (6.1.5) 
使 其 向 西 进 动 , 极 轴 偏 西 下 降 时 则 使 其 向 东 进 动 , 陀螺 的 极 轴 就 能 自动 寻找 并 趋 近 
子午 面 . 此 即 陀螺 罗 经 的 工作 原理 . 
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为 具体 实现 修正 力矩 (6.1.5), 可 将 内 
环 组 合体 的 质心 沿 垂直 方向 偏离 支点 以 
产生 对 支点 的 重力 矩 . 采用 这 种 方案 的 陀 
螺 罗 经 称 为 摆 式 罗 经 ( 见 图 6.2)， 也 可 将 
图 4.9 所 示 的 液体 授 固 定 在 陀螺 内 环 上 以 
产生 倾覆 重力 矩 , 称 为 液体 摆 式 罗 经 .本 
章 以 阐述 摆 式 罗 经 的 基本 运动 规律 为 主 ， 
所 得 到 的 大 部 分 结论 原则 上 也 适用 于 液 
PERIZ. 

设 陀螺 内 环 组 合体 的 质心 O。 沿 z 轴 
的 负 方向 向 下 偏离 支点 O 的 距离 为 1, 内 

环 组 合体 的 质量 为 m, /= mgl WEER 
图 62 MAPE 数 . O。 点 上 作用 的 重力 和 惯性 力 对 O 点 


KEX 
M=lxmf (6.1.7) 


利用 ! = -li 和 表 3.4 第 二 行 提供 的 了 计算 M 相对 z 和 y 轴 的 投影 , 得 到 
Mz =0 
2 
M, = -ub — i | + YË tante £ (= tang- w) °] (01.9) 


基 座 静止 时 此 力矩 恰好 符合 式 (6.1.5) 的 要 求 . 将 式 (6.1.8) 代入 进 动 方程 (3.3.21)， 
定义 参数 请 为 
bh == (6.1.9) 
Ë ki > V/R, g >> V >> V2/R, 3 V/Rkı, V/g, V2/RV 视 为 一 阶 微量 , 只 保留 其 
一 次 项 , 得 到 摆 式 罗 经 的 进 动 方程 
Ve kiVy 


人 (6.1.10a) 
È+ ($) xa W (6.1.10b) 
也 可 利用 式 (3.3.17) 将 载体 的 绝对 速度 改 为 以 相对 速度 voun 表示 , 得 到 
å-kß= -M-E tangy BiN (6.1.11a) 
b+ (m+ E)a= (6.1.11b) 


第 6 章 ”陀螺 罗 经 的 进 动 理论 135- 


式 中 M,a 为 地 球 自转 角速度 Q, W: N 和 Z 轴 的 投影 , 均 为 地 理 纬度 ó 的 函数 
M = Q,cosó, M = fosing (6.1.12) 


6.1.3 ”地 球 基 座 上 的 运动 规律 
陀螺 罗 经 仅 当 基 座 转动 时 才能 进行 工作 , 讨论 静止 基 座 上 的 运动 无 实际 意义 . 
最 简单 的 情况 是 基 座 与 地 球 固定 , 令 方程 (6.1.11) 中 ve = vw = 0, 简化 为 


å- kib =- (6.1.13a) 
B+Ma=0 (6.1.13b) 
将 变量 6 置换 为 新 的 变量 A 
A= £ 8 (6.1.14) 
则 动力 学 方程 (6.1.13) 变 为 较 对 称 形式 
ë — kñ, = -h (6.1.15a) 
Di +ka = 0 (6.1.15b) 
其 中 参数 k 为 线性 系统 (6.1.15) 的 固有 角 频 率 
k= Vk (6.1.16) 


令 (6.1.15b) RH i 与 (6.1.15a) 相 加 , 得 到 与 陀螺 摆动 力学 方程 (5.2.8) 相似 的 复数 
方程 


ż+ikz = -h (6.1.17) 
复数 坐标 z 定义 为 
z=a+ißĝ (6.1.18) 
方程 (6.1.17) 的 常 值 特 解 为 也 
== (6.1.19) 
对 应 于 (a,b) 平面 上 的 奇 点 
œ =0, P= 2 (6.1.20) 


式 (6.1.20) 表明 极 轴 的 平衡 位 置 在 子午 面 内 , 但 相对 水 平面 倾斜 & 角 . 如 同时 施 
加 按 (6.1.3) 规律 变化 的 力矩, 可 使 进 动 方程 变 为 齐 次 


ż+ikz=0 (6.1.21) 
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其 特 解 z。= 0 表明 极 轴 的 平衡 位 置 与 子午 线 完全 一 致 . 人 
式 (6.1.14) 改 为 
Hg% a (6.1.22) 


则 坐标 原点 移 至 奇 点 , 即使 无 (6.1.3) 修正 力矩 , 方程 (6.1.13) 也 能 化 成 与 (6.1.21) 
相同 的 齐 次 方程 . ` 

利用 表 A.4 判断 , 奇 点 z, 为 中 心 , 陀螺 在 (a, 61) 平面 内 的 极点 轨迹 是 以 奇 点 
为 中 心 的 同心 圆 族 ， 变 换 至 实际 的 极点 轨迹 平面 (a, 6) 后 成 为 同心 椭圆 族 ( 见 图 
6.3). 长 短 半径 比 Vi / Q, 随 纬度 ó 改变 , 由 于 ki > O, 此 椭圆 轨迹 极 扁 . 考虑 
(6.1.17) 的 非 齐 次 项 时 , 椭圆 中 心 沿 8 轴 有 微小 偏 移 2e, 此 偏 角 也 随 纬度 4 改变 . 
方程 (6.1.21) 的 解 与 (5.2.7) 完全 相同 , 极 轴 以 为 角速度 沿 平面 (a, 81) 的 圆 轨迹 
围绕 奇 点 顺 时 针 匀速 进 动 . 如 内 环 组 合体 的 质心 在 支点 上 方 而 具有 上 摆 性 , 则 奇 点 
仍 为 中 心 , 极点 轨迹 相同 , 只 是 极 轴 进 动 方 向 变 为 逆 时 针 . 


6 
本 3 


图 6.3 罗 经 的 极点 轨迹 


6.1.4 ” 基 座 运动 的 影响 


关于 载体 沿 地 球 表面 Z 的 相对 运动 对 罗 经 运动 的 影响 , 讨论 以 下 几 种 情况 : 

1) O 点 沿 e 球面 匀速 运动 且 保 持 方位 角 不 变 ” 

令 方程 组 (6.1.11) 中 vg,vw 为 常 值 , 设 vp/R,vN/R 与 Q, 同 数量 级 , 略 去 
Melki, 22R/g 的 同 阶 微量 , 得 到 


é— hB = -h-E tong (6.1.23a) 
B+ (m+ )a = E (6.1.23b) 
有 常 值 特 解 
== _ p=% 
a = Rü, Fop’ 6, = Fi tg tang (6.1.24) 


(D 方位 角 指 速度 矢量 与 子午 线 的 夹 角 ， 方 位 角 保持 不 变 时 O 点 在 地 球 表面 的 运动 轨迹 是 以 北极 或 南 
极为 中 心 的 球面 对 数 螺 线 . 
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as 为 罗 经 的 速度 误差 , 它 等 于 O 点 的 绝对 速度 矢量 V 
偏离 地 理 纬 线 的 角度 , 是 一 种 运动 学 误差 ( 见 图 6.4). 
as 和 A, 均 随 纬度 4 的 增高 而 变 大 , 纬度 接近 地 球 两 
极 时 as 或 p 甚至 无 限 增 大 , 因此 陀螺 罗 经 不 能 用 于 
高 纬度 地 区 . 

2) O 点 沿 8 球面 的 子午 线 做 变速 运动 

令 方 程 组 (6.1.11) 中 ug AP, vn = Vn 随时 间 任 图 64 入 体 绝对 这 度 的 分 解 
意 变化 , 并 利用 式 (6.1.14) 将 8 置换 为 2, 得 到 


å- kñ, = h. (6.1.25a) 
Aka = Ps (6.1.25) 
化 作 复数 形式 
ż+ikz = — Ë (w + iw) (6.1.26) 
此 方程 的 一 般 解 可 根据 式 (4.1.48) =u: 得 到 
z(t) = É (0) + Ë ap [o (r)+ 总 ww o] e*rar] e ikt (6.1.27) 
利用 公式 (5.1.31) 化 作 
z = zs + (zo — ze0) e t + za (6.1.28) 
其 中 
z= Pa (6.1.29) 
za = = (E = 1)e Ti [ Ýn (7) esrdr (6.1.30) 


zs 即 陀螺 罗 经 的 速度 误差 a。, 其 数值 随 载体 速度 Vv 而 改变 . z, 的 实 部 为 罗 经 的 
加 速度 误差 , 载体 做 匀 加 速 运动 时 , 令 Vy = a, R (6.1.30) 简化 为 


Za = z% (1 — e “ikt) (6.1.31) 
LEPESE] f 
2 人 _ Ë) (6.1.32) 
因此 载体 匀 加 速 运动 时 的 罗 经 运动 规律 为 


= Za + zŠ + (zo — Zeo — z£) e ikt (6.1.33) 
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载体 做 匀速 运动 是 = 0 的 特殊 情形 
z = ze + (zo — ze) e it (6.1.34) 


此 时 极 轴 围绕 平衡 位 置 z, 以 周期 Tp = 2z/k 做 受 迫 规则 进 动 . 但 与 陀螺 摆 不 同 , 陀 
螺 罗 经 的 进 动 周期 随地 理 纬度 o 改变 而 不 是 常数 


T=] -a (6.1.35) 


纬度 接近 地 球 两 极 时 周期 无 限 延 长 . 

3) O 点 做 盘旋 运动 

设 载 体 以 O, 为 中 心 做 盘旋 运动 , 盘旋 角速度 和 盘旋 半径 为 9 和 p, 初始 时 载 
体 沿 子午 线 向 北 运动 ( 见 图 6.5). 盘旋 速度 v 与 子午 线 夹 角 为 Nt, W EA N 轴 的 
投影 为 


ug = —Npsin Nt 


(6.1.36) 
uN = Npcos Nt 
代入 式 (6.1.29), 速度 误差 随 盘 旋 运 动 周期 变化 
加 二 z cos Nt (6.1.37) 
代入 方程 (6.1.11), 略 去 p/R 项 , 得 到 
à- kib = —@ -a7 B P sin Nt (6.1.38a) 
有 +Da=0 (6.1.38b) 
利用 式 (6.1.22) 和 复数 坐标 z 作 变 量 置换 , 化 作 
ż+ikz = Hee (2t — e72) (6.1.39) 
根据 式 (4.1.48) 写 出 此 方程 的 一 般 解 
z(t) = É Ori iki (22 i (e i(k+O)r -emr) ar] -ikt (6.1.40) 
展开 后 导出 周期 变化 的 加 速度 误差 
aeae [Q (cos kt + cos Nt) — i (Q + k) (sinkt +sin nt) (6.1.41) 


g (9 — k?) 
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可 见 载体 的 盘旋 角速度 o 必须 避免 与 罗 经 

的 进 动 角速度 接近 , 否则 加 速度 误差 将 无 限 

增 大 出 现 谐振 现象 . 

6.1.5 “陀螺 罗 经 的 舒 勒 条 件 和 加 速度 误差 
如 罗 经 的 固有 频率 等 于 舒 勒 频率 ko 

参数 之 间 满足 以 下 条 件 


kih = £ (6.1.42) 


图 6.5 载体 做 盘旋 运动 时 的 速度 分 解 
此 时 式 (6.1.30) 表示 的 加 速度 误差 消除 为 零 . 满足 此 条 件 时 方程 (6.1.26) 化 作 
z+iksz = E (x + iks Vn) (6.1.43) 

对 于 Vu (t) 的 任意 变化 规律 , 此 方程 都 存在 特 解 
从 而 证 明 , 只 要 满足 舒 勒 条 件 (6.1.42), 且 罗 经 的 初始 偏 角 与 特 解 一 致 , 则 不 论 载体 
沿 子午 线 如 何 变速 , 罗 经 除 速度 误差 以 外 不 附加 任何 其 他 误差 . 这 时 支点 加 速度 所 
引起 的 惯性 力矩 恰好 使 罗 经 进 动 到 与 新 的 速度 误差 相 适应 的 平衡 位 置 . 

A (6.1.16) 表示 的 罗 经 固有 频率 k 为 地 理 纬度 ó 的 函数 . 如 罗 经 在 设计 纬度 
各 处 满足 舒 勒 条 件 , 参数 之 间 满 足 


_, fk cos ġo 
k=V 一 元 (6.1.45) 


则 罗 经 在 任意 纬度 ó 处 的 固有 频率 k 可 写作 


(6.1.44) 


cos $ 


k= St (6.1.46) 
RAR (6.1.31) 计算 载体 匀 加 速 运动 时 的 加 速度 误差 , 得 到 
a= i 人 Ë =$) (1 - ei) (6.147) 


如 加 速 时 间 思 极其 短促 , kti 为 微量 , 将 上 式 中 的 t 代 以 t, 并 将 指数 函数 展 成 ikt 
HEAR, 只 保留 一 次 项 , 计算 结果 以 zz* 表示 , 其 实 部 和 虚 部 分 别 为 


r-i (E 


aa = Rm (cosp 1) ， B =0 (6.1.48) 
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其 中 a** 为 陀螺 罗 经 在 加 速 结束 时 刻 的 加 速度 误差 , 它 与 载体 在 加 速 过 程 中 的 速 
度 增 量 AV = atı 成 正比 , 且 与 所 在 纬度 ó 有 关 . 根据 式 (6.1.48) 可 以 估计 加 速 终 
止 时 极 轴 到 达 的 实际 位 置 与 新 平衡 位 置 之 间 的 关系 


óé<@: ”a** > 0， 极 轴 超 过 平衡 位 置 . 
$= to: ol = 0， 极 轴 在 平衡 位 置 上 . 
4 > 如: ”a** <0， 极 轴 落 后 于 平衡 位 置 . 


将 加 速 终止 时 刻 t 作为 下 一 阶段 载体 匀速 运动 的 初始 时 刻 , 此 时 的 a 值 为 
ax*, à 的 值 可 令 方程 (6.1.25a) 中 Vs = 0, 8 = Bx* = 0 导出 . 得 到 


a(h)=o2, ó(h)=0 (6.1.49) 


加 速 结束 后 a 以 式 (6.1.49) 为 初始 条 件 做 等 幅 振动 . 如 罗 经 存在 阻尼 , 则 a 做 衰减 
振动 , 最 大 偏差 必 发 生 在 加 速 终止 时 刻 (t = t). 图 6.6 表示 不 同 纬度 处 a 随时 间 
的 变化 曲线 , 图 下 方 为 陀螺 的 极点 轨迹 . 


图 6.6” 罗 经 偏 角 a 随时 间 的 变化 曲线 


6.1.6 ”摇摆 误差 


作为 陀螺 罗 经 主要 载体 的 船舶 不 可 避免 地 存在 摇摆 运动 . 载体 的 摇摆 不 仅 能 引 
起 第 1 章 中 讨论 过 的 运动 学 误差 , 而 且 会 在 内 环 组 合体 上 产生 惯性 力矩 而 引起 动 
力学 误差 . 设 船 的 质心 O, 以 不 变 的 方位 角 y 做 匀速 运动 , 同时 船 绕 过 O, 的 纵 轴 
vs 做 振幅 为 S, 频率 为 wa 的 正弦 规律 的 模 倾 摆动 . 罗 经 的 支点 O 在 质心 0。 上 高 
BE h 处 随 船 的 扬 摆 而 绕 O, 往复 振动 , 振幅 不 大 时 可 近似 认为 O 点 做 水 平 线 振动 ， 
加 速度 a 随时 间 周 期 变化 ( 见 图 6.7), 


a =agEF9 +ay N? (6.1.50) 


ag = —acossinuRt, as =asinysinwrt, a= hw (6.1.51) 
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先 讨论 外 环 轴 的 垂直 位 置 不 受 摇摆 
影响 的 理想 情形 . 设 (O — En) 坐标 系 仍 
与 地 理 坐 标 系 Z, EN 各 轴 重 合 . 计算 船 
的 摇摆 在 内 环 组 合体 上 引起 的 惯性 力 时 ， 
Ë aran < g, 忽略 agan 5 a,b 的 相 
RH, 比 力 f 对 内 环 坐 标 系 (O — zyz) 的 
投影 式 为 


f=-Igi+agj+(g8+anx)k] (6.1.52) 


将 式 (6.1.52) 代入 式 (6.1.7), 得 到 重力 与 
惯性 力 对 O 点 的 合力 矩 


. 的 摇摆 
m=-u|(0+ t)i- 2x] (6.1.53) i 


船 的 摇摆 周期 ( 约 8~10 秒 ) 远 小 于 罗 经 的 进 动 周期 ( 约 84.4 分 钟 ) 上 述 力矩 对 罗 
经 的 作用 效果 可 用 每 个 摇摆 周期 Ta = 2r/wn 内 的 平均 值 代 替 , 得 到 


Tr 
(M) = zl Màt = -ypj (6.1.54) 


由 于 与 摇摆 有 关 的 惯性 力矩 的 平均 效果 为 零 , 此 平均 值 与 基 座 静 止 时 的 重力 矩 无 区 
别 , 不 存在 播 摆 误 差 . 但 此 理想 情形 仅 当 罗 经 安装 在 稳定 平台 上 才 可 能 实现 . 

实际 的 陀螺 罗 经 采用 三 环 结构 , 即 在 外 环 和 内 环 之 间 增 加 一 中 环 如 图 3.5 所 示 . 
内 环 组 合体 能 相对 中 环绕 z 轴 自 由 摆动 而 成 为 复 摆 . 如 外 环 轴承 固定 于 船体 , 则 只 
有 在 罗 经 的 支点 O 与 船 的 质心 O, 重合 且 轴 承 无 摩擦 的 理想 条 件 下 , 内 环 组 合体 
才能 免除 摇摆 干扰 . 但 实际 上 O 点 与 O, 点 并 不 重合 , 播 摆 引 起 的 惯性 力 使 内 环 产 
生 绕 z 轴 的 受 迫 振动 而 偏离 原 有 位 置 . 

采用 3.2.4 节 中 建立 的 三 环 陀螺 运动 方程 . EE (O Enl) 各 轴 依 次 与 地 理 坐 
标 系 的 Z,E,N 轴 重 合 时 , £ 轴 已 不 能 代表 随 船 播 摆 的 外 环 轴 ， 后 者 改 以 € 表示 . 
(O — zoyozo) 和 (O — zyz) 也 不 能 代表 陀螺 的 外 环 和 中 环 , 而 只 能 视 为 地 理 坐 标 系 
与 内 环 坐标 系 之 间 的 过 渡 坐 标 系 . o, B,7 定义 为 内 环 (O — zyz) 相对 地 理 坐 标 
系 的 角度 坐标 , 而 不 代表 外 环 , 中 环 和 内 环 的 实际 转角 ( 见 图 6.8)， 由 于 进 动 理论 
忽略 了 万 向 支架 质量 , 因此 进 动 方程 (3.2.25) 依然 有 效 . 增加 中 环 后 , 比 力 f 相对 
(O — zyz) 轴 系 的 投影 式 与 (6.1.52) 相同 , 质心 相对 O, 点 的 矢 径 1 变 为 


l=- (i+yj) (6.1.55) 
将 式 (6.1.52),(6.1.55) 代入 式 (6.1.7) 计算 重力 与 惯性 力 对 O 点 的 合力 矩 , 由 于 内 环 
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绕 极 轴 的 摆动 角 y 远大 于 a R p, 故 计算 中 保留 ae,ax 与 o, 8 的 相 乘 项 . 得 到 力 
ÉE M 相对 (O - zyz) 轴 系 的 投影 


Me = (==) Y, M, = —n (e+ w) , M=} (z - 1) (6.1.56) 


将 式 (6.1.56) 中 的 M, 代入 内 环绕 极 轴 的 摆动 方程 (3.2.30), 忽略 地 理 坐 标 系 
的 缓慢 转动 对 复 押运 动 的 微弱 影响 . 得 到 


G+ py = i (6.1.57) 


对 于 恒 速 约束 情形 , 上 式 中 的 C, 须 改 为 C1 + CR. 由 于 复 摆 的 固有 频率 远 高 于 船 
的 播 摆 频率 , 因此 方程 (6.1.57) 确定 的 受 迫 振动 规律 可 近似 表示 为 
= SE 
Tyg 
将 式 (6.1.51) RAR (6.1.56), 计算 M, 和 M, 在 每 个 摇摆 周期 内 的 平均 值 , 得 到 


(6.1.58) 


2 
(Ma) = -4 s (My) = -ub (6.1.59) 


可 见 周期 变化 的 惯性 力矩 沿 y 轴 的 水 平分 量 被 抵消 为 零 , 但 沿 z 轴 的 垂直 分 量 不 
能 抵消 . 此 结论 也 可 从 图 6.9 直接 看 出 . 


图 6.8 ”内 环绕 极 轴 的 摆动 图 6.9 载体 摇摆 产生 的 惯性 力矩 
将 式 (6.1.59) 代入 进 动 方程 (3.3.21) 的 力矩 项 , 忽略 船 速 影响 , 得 到 


à — kıp = @ (6.1.60a) 


š kia? si 
B+ Ma= — (6.1.60b) 
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a 的 常 值 特 解 即 罗 经 的 摇摆 误差 , 以 an 表示 
_ki E? h?wh sin 20 

49? (à; cos ó 
此 摇摆 误差 不 仅 取决 于 罗 经 的 结构 参数 、 安 装 位 置 和 摇摆 强度 , 而 且 与 纬度 角 4 
和 方位 角 y 有 关 ， 在 y = 0°,90°,180°,270” 等 特殊 位 置 揪 摆 误差 为 零 , % = 
45。,135。,225。,315" 时 摇摆 误差 有 最 大 值 . 纬度 愈 高 摇摆 误差 愈 严重 , 接近 地 球 两 
极 时 摇摆 误差 无 限 增 大 . 设 罗 经 为 千 勒 周期 , $ = 15°, h = 3m, é = 60°, Y = 45°, 
Ta = 10s, 扬 摆 误差 可 高 达 17*. 上 述 摇摆 误差 的 存在 是 罗 经 发 展 初 期 的 严重 技术 
障碍 . 为 克服 此 障碍 , 陀螺 罗 经 沿 两 条 不 同 的 技术 途径 发 展 : 

1) 调节 惯性 力矩 与 内 环 摆动 角 之 间 的 相位 差 , 发 展 为 带 液体 摆 或 带 控 制 
的 陀螺 罗 经 ; 

2) 加 强 陀螺 内 环绕 极 轴 的 稳定 性 , 发 展 为 双 转 子 陀螺 罗 经 . 

两 条 不 同 的 技术 途径 使 陀螺 罗 经 发 展 为 两 种 不 同类 型 : 前 者 通常 称 为 斯 伯 利 
型 陀螺 罗 经 , 后 者 称 为 安 修 茨 型 陀螺 罗 经 . 


aR = (6.1.61) 


El 


路 
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6.2.1 ”陀螺 罗 经 的 阻尼 


为 了 消除 陀螺 罗 经 在 平衡 位 置 附近 持续 的 周期 摆动 , 使 极 轴 直 接 指示 子午 面 ， 
其 平衡 位 置 必须 具有 渐 近 稳定 性 , 即 奇 点 必须 由 中 心 转 变 为 稳定 的 焦点 或 结 点 . 与 
陀螺 摆 的 阻尼 方法 类 似 , 可 对 罗 经 增加 指向 椭圆 轨迹 内 部 的 力矩 矢量 , 有 两 种 方案 ， 

1) 增加 沿 z 轴 方 向 与 6 成 比例 的 径 向 力矩 ( 见 图 6.10(a)). 

2) 增加 沿 y 轴 方 向 与 a 成 比例 的 径 向 力矩 ( 见 图 6.10(b)). 

实现 第 一 种 阻尼 方案 的 方法 很 多 , 最 简单 的 方法 是 将 带 偏心 重 的 内 环 组 合体 的 
重心 位 置 向 东 偏 移 一 微小 角度 =. 极 轴 相 对 水 平面 倾斜 6 角 时 , 重力 对 O 点 的 力 
E M 偏离 y 轴 但 仍 保持 在 水 平面 内 , 其 沿 z 轴 的 分 量 M, 起 阻尼 作用 . 采用 这 种 
方案 的 罗 经 必须 将 内 环 轴 与 外 环 轴 的 位 置 互 换 , 以 避免 上 述 阻尼 力矩 传递 至 外 环 轴 
承 与 约束 反 力 矩 相抵 消 ( 见 图 6.11). 坐标 系 转动 顺序 改 为 


8 a ° 
(O-én) 一 (0O-zoyz) 一 (O-zwuz) 一 (O-“==nunzn) 
Th Yo To, T Z, ZR 


此 外 , 也 可 利用 柔软 的 钢丝 悬挂 代替 外 环 轴 支 承 . 1911 年 斯 伯 利 最 早 采用 此 方案 ， 
将 液体 摆 与 内 环 偏心 连接 取得 阻尼 效果 . 
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(b) 
图 6.10 阻尼 力矩 的 作用 效果 


图 6.11 外 环 轴 水 平 的 陀螺 罗 经 


实现 第 二 种 方案 的 困难 在 于 方位 角 a 的 信息 无 法 获得 , 因为 a 的 量 测 基准 正 
是 有 待 罗 经 建立 的 子午 面 . 但 利用 a 与 8 的 相位 差 为 90" 的 特点 , 可 将 此 阻尼 力 
和 矩 由 大 小 与 8 成 正比 但 相位 与 8 相差 90° 的 水 平 力矩 代替 . 例如 , 在 陀螺 内 环 上 固 
定 如 图 4.9 所 示 的 液体 连通 器 , 液体 恭 性 极 大 时 成 为 强 阻尼 捍 , 所 产生 的 倾覆 力 箱 
与 内 环 运动 之 间 恰好 有 接近 90° 的 相位 差 . 液体 连通 器 阻尼 方案 主要 用 于 安 修 奖 
型 陀螺 罗 经 , 将 在 6.4 节 中 详细 讨论 . 


6.2.2” 带 阻尼 陀螺 罗 经 的 动力 学 方程 


由 于 进 动 理论 忽略 万 向 支架 的 质量 , 因此 列 写 图 6.11 所 示 陀 螺 罗 经 的 动力 学 
方程 时 不 须 考虑 内 、 外 环 转动 次 序 的 变更 . 将 内 环 组 合体 质心 O. 相对 O 点 的 矢 径 
1 改 为 

1=1(-i+ej) (6.2.1) 
将 式 (6.2.1) 和 表 3.4 第 二 行列 出 的 了 代入 式 (6.1.7) 计算 内 环 组 合体 的 重力 和 惯 
性 力 对 O 点 的 矩 M. 经 过 与 前 面相 同 的 简化 过 程 , 得 到 M E r A y 轴 上 的 投影 


Ms = -he (e+ 5) , M= -u (e+ *) (6.22) 
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将 式 (6.2.2) 代入 方程 (3.3.21), 导出 带 阻尼 的 陀螺 罗 经 进 动 方程 
h 


à-kß= -HE tan an 由 十 一 -之 (6.2.3a) 
B+ (#)e+a8= E = -2% (6.2.3b) 
6.2.3 ”稳定 性 分 析 
设 载体 静止 , 且 非 齐 次 项 被 力矩 (6.1.3) 消除 , 方程 (6.2.3) 简化 为 
&—k8=0 (6.2.4a) 
B + ña + gki8 = 0 (6.2.4b) 


将 以 上 二 式 相 除 , 消去 时 间 变量 后 得 到 
ap __ (he + 212 
da kıß 
利用 附录 三 中 的 表 A3 判断 奇 点 o, = 8, = 0 的 类 型 ,= < 2yh ki 时 为 稳定 焦点 ， 
e > 2V 全 /后 时 为 稳定 结 点 , 极 轴 的 平衡 位 置 为 渐 近 稳定 . 如 内 环 组 合体 的 质心 改 
为 向 西 偏 移 , 则 e< 0, 奇 点 为 不 稳定 焦点 或 结 点 , 极 轴 的 平衡 位 置 变 为 不 稳定 ， 
从 方程 组 (6.2.4) 的 二 式 中 消去 6, 化 作 o 的 二 阶 微分 方程 


ë + 2Çkë +k2a=0 (6.2.6) 
其 中 大 = /h/0. 加 大 e 角 则 相对 阻尼 系数 ç 增 大 , 周期 摆动 的 衰减 过 程 加 快 且 
周期 延长 : ¢ < 1 时 阻尼 对 罗 经 周期 的 影响 由 式 (4.1.13) 确定 . 
6.2.4 ”纬度 误差 


设 载体 沿 e 球面 做 方位 角 不 变 的 匀速 运动 , 将 式 (3.3.17) 代入 方程 组 (6.2.3)， 
S Ýn = 0, 得 到 


(6.2.5) 


é— h = —ñ0 — E tang (6.2.7a) 
B+ (a + =) a+ ekib = x (6.2.7b) 

此 方程 组 有 以 下 常 值 特 解 
= 全 二 etang A= Ë + ES tan (6.2.8) 


其 中 A, 与 式 (6.1.24) 相同 , as 的 第 一 项 为 速度 误差 . 增加 的 第 二 项 为 阻尼 引起 的 
误差 , 因为 与 地 理 纬度 ó 的 正切 成 比例 , 称 为 纬度 误差 . 由 于 此 误差 随 纬度 的 增高 
而 无 限 增 大 , 成 为 陀螺 罗 经 不 能 用 于 高 纬度 地 区 的 又 一 原因 . 
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6.2.5 “第 二 类 加 速度 误差 

不 受 加 速度 干扰 的 舒 勒 条 件 只 适用 于 无 阻尼 陀螺 罗 经 。， 有 阻尼 时 即使 罗 经 的 
进 动 周期 等 于 舒 勒 周期 , 也 有 加 速度 误差 产生 , 称 为 第 二 类 加 速度 误差 . 

设 载 体 沿 子午 线 做 变速 运动 , 令 方程 (6.2.3) 中 Ve = Ra, 利用 (6.1.22) 将 8 
置换 为 81, 得 到 


&— kñ) = a= (6.2.9a) 
; k ki RV 
À + ka + ekibi = pr (v e sazi) (6.2.9b) 


利用 式 (6.1.18) 定义 的 复 变量 z, 将 方程 组 (6.2.9) 化 为 复数 形式 . 设 罗 经 的 参数 已 
满足 舒 勒 条 件 (6.1.42), 得 到 


z+ikz +iehiB1 = — g: [> +ik (vx 一 二 (6.2.10) 
M 


用 摄 动 法 对 此 方程 作 近似 积 分 . 将 = 取 为 小 参数 , 并 将 方程 (6.2.10) 的 解 z (t) 
展 成 的 赛 级 数 , 仅 保留 一 次 项 . e = 0 时 对 应 于 无 阻尼 的 舒 惑 周期 罗 经 , 因此 z (t) 
的 零 次 近似 应 与 速度 误差 式 (6.1.29) 相等 . 得 到 

E 2 ) 

式 中 第 二 项 即 由 阻尼 引起 的 第 二 类 加 速度 误差 z。, 它 与 < 成 正比 . 将 式 (6.2.11) 代 
入 方程 (6.2.10), 令 两 边 = 的 一 次 寡 系 数 相等 , 得 到 z (t) 应 满足 的 微分 方程 

ikVy 

-R 

设 载体 做 Vu = a 的 匀 加 速 运动 , z, 的 初 值 为 零 , 解 出 加 速度 误差 的 变化 规律 为 


+ez (t) (6.2.11) 


ji 十 这 za = (6.2.12) 
EQ 
ze = 6% (t) = 一 (1 — e) (6.2.13) 


载体 加 速 时 间 t, 极 短促 时 , 将 上 式 中 的 指数 函数 展 成 ikt HERM, 令 t= h, 
仅 保 留 其 二 次 项 . 得 到 加 速 结束 时 刻 的 误差 值 zz* 


z = as (4 Jar (6.2.14) 


本 Ea s 
o = -IRA n k s (6.2.15) 
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其 中 AV = ati 为 载体 加 速 前 后 的 速度 

增 量 ， 由 于 a** < 0 且 与 kti 的 二 次 项 a 

成 正比 , 表明 加 速 终 止 时 极 轴 总 是 落后 于 

但 十 分 接近 于 平衡 位 置 . 在 加 速 终 止 时 刻 | S< =s" 
Vs 突然 消失 , 令 方程 (6.2.3a) 中 Vy = 0, 

B = Bz, 导出 的 à 为 负 值 , 与 pr 同 号 . 
因此 加 速 结束 后 , a 以 接近 于 零 的 初始 值 o 
和 负 初 始 速度 做 衰减 振动 . 最 大 偏差 发 生 
在 加 速 结束 后 约 四 分 之 一 周期 的 时 刻 ( 见 
图 6.1 2). 


t 
图 6.12 罗 经 偏 角 o 随时 间 的 变化 曲线 


63 ” 电 控 陀 螺 罗 经 


6.31 ” 电 控 陀 螺 罗 经 的 动力 学 方程 


现代 的 陀螺 罗 经 利用 控制 回路 的 电磁 力矩 代替 重力 矩 对 斯 伯 利 型 陀螺 罗 经 实 
现 修正 作用 , 称 为 电 控 陀 螺 罗 经 . 控制 回路 的 组 成 类 似 于 5.1 节 中 令 述 的 陀螺 垂直 
仪 . 在 自由 陀螺 的 内 环 上 悬挂 复 摆 元 件 , 用 于 量 测 内 环 相对 水 平面 的 倾角 6. 量 测 
信号 经 放大 后 输入 力矩 器 , 产生 按 (6.1.5) 规律 变化 的 电磁 力矩 . 采取 强烈 的 阻尼 措 
施 使 复 摆 元 件 成 为 4.1 节 中 叙述 的 强 阻尼 摆 ( 见 图 6.13). 利用 复 摆 的 受 迫 振动 与 
内 环 运动 之 间 的 相位 差 接近 90° 的 特点 , 可 以 实现 对 罗 经 摇摆 误差 的 抑制 . 

设 强 阻尼 摆 的 摆动 轴 平 行 于 y 轴 , 摆 绕 y 轴 相 对 内 环 的 顺 时 针 转 角 为 3 ( 见 图 
6.14), 作用 于 复 摆 上 的 重力 和 惯性 力矩 与 式 (6.1.8) 中 的 M, 相似 , 只 须 将 偏 角 8 


图 6.13 ” 电 控 罗 经 的 控制 回路 图 6.14 强 阻 尼 摆 元件 
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改 为 8 一 ,为 复 摆 的 摆 性 系数 . 略 去 微量 后 , 得 到 
M;=-p ( -0+ J (6.3.1) 


根据 4.1.4 节 中 的 分 析 , 列 写 强 阻 尼 摆 的 动力 学 方程 时 可 将 惯性 项 略 去 , 使 重 
力 和 牵连 惯性 力矩 M, 与 阻尼 力矩 -DÒ 平衡 , 得 到 


Tó+ó=B+ m= (6.3.2) 


其 中 了 = D/u 为 强 阻 尼 摆 的 时 间 常 数 . 
沿 外 环 轴 和 内 环 轴 安 装 力矩 器 , 使 产生 与 复 摆 量 测 信号 3 成 比例 的 控制 力矩 
M; = K209, M, = 一 Ka 人 (6.3.3) 


其 中 Ki, Kz 为 回路 的 放大 系数 . 将 式 (6.3.3) 代入 方程 (3.3.21), 设 载体 做 匀速 运 
动 , 经 过 与 6.1 节 类 似 的 简化 过 程 , 得 到 电 控 陀 螺 罗 经 的 进 动 方程 


C 一 at = -4% tang (6.3.4a) 
» [V V, 
È+ 的 a+ekió = = (6.3.4b) 
参数 kue 定义 为 了 K 
ls 
h= °= Z (6.3.5) 


式 (6.3.2) 与 (6.3.4) 组 成 封闭 的 方程 组 , 确定 3 个 未 知 变量 a, 2,0. 
6.3.2 ”稳定 性 分 析 
设 基 座 与 地 球 固定 , 罗 经 的 动力 学 方程 简化 为 


å- kið = —fb (6.3.6a) 
B + mateki = 0 (6.3.6b) 
Tó+ó-8=0 (6.3.6c) 

此 方程 组 的 特征 方程 为 
T + 82 +ekis+ ki fh = 0 (6.3.7) 


根据 表 A.2 列 出 的 劳 斯 - 赫 尔 维 茨 判 据 , 导出 罗 经 的 渐 近 稳 定性 条 件 


E > Tà, cos é (6.3.8) 
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图 6.15 为 e 的 稳定 域 随 纬 度 的 变化 情况 , 复 摆 的 时 间 常 数 愈 长 , 不 稳定 范围 愈 
大 . 强 阻尼 摆 的 时 间 常 数 一 般 远 小 于 罗 经 进 动 周期 , 因此 除 讨论 据 摆 误 差 以 外 , 在 
进 动 理论 中 可 以 忽略 摆 的 滞后 使 计算 过 程 简化 , 略 去 复 摆 方程 (6.3.2) 中 的 阻尼 力 
E, 得 到 I 

v=6+ = (6.3.9) 


代入 方程 (6.3.4), 得 到 
kiVy 
g 
区 eki Vy 
9 


à — kp = -E ang+ (6.3.10a) 


b+ 的 atek = 次 (6.3.10b) 
载体 沿 # 球面 做 方位 角 不 变 的 匀速 运动 时 ,将 

式 (3.3.17) 代入 方程 组 (6.3.10), 得 到 与 式 (6.2.4) š 
完全 相同 的 进 动 方程 ， 载 体 沿 子午 线 做 变速 运 Í 
动 时 , 令 (6.3.10) 中 Ve = 0, 且 利用 (6.1.22) 将 €/9.T 
0 置换 为 P, 得 到 的 进 动 方程 与 (6.2.9) 完全 相 

同 . 可 见 电 控 陀螺 罗 经 的 进 动 规律 与 带 阻 尼 的 摆 。 1 
式 陀螺 罗 经 相同 , 速度 误差 与 加 速度 误差 的 计算 
公式 亦 完全 相同 . 


6.3.3 ”摇摆 误差 A 
T/4 /2 


考虑 船 的 扬 摆 时 , 由 于 摇摆 周期 与 强 阻 尼 摆 4 一 = 
的 时 间 常 数 同 数量 级 , 不 允许 忽略 复 摆 方 程 中 的 图 6.15 参数 < 的 稳定 域 
阻尼 力矩 项 , 船 摇摆 时 在 复 摆 上 产生 绕 y 轴 的 惯性 力矩 M, = pan, 利用 式 (6.1.48) 
算出 


Ms = F sinysinunt (6.3.11) 
复 摆 在 此 力矩 激励 下 的 受 迫 振动 方程 为 
Tó+ó= 有 十 Š sin ypsinunt (6.3.12) 


罗 经 的 进 动 过程 比 复 摆 的 摆动 过 程 缓慢 得 多 , 因此 在 计算 复 摆 的 受 迫 振动 时 可 将 6 
视 为 常数 , 利用 式 (4.1.49),(4.1.50) 导出 方程 (6.3.12) 的 特 解 


9=B+ siny sin (wrt + ô) (6.3.13) 
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与 摆 式 罗 经 相 比 , 电 控 罗 经 是 另 一 种 类 型 的 
三 环 陀螺 . 它 虽 不 增添 中 环 , 且 内 环 组 合体 无 质 
量 偏心 , 但 整个 外 环 组 合体 装 在 一 个 容器 内 , 此 
容器 可 绕 陀螺 的 极 轴 自由 转动 且 质 心 下 移 而 形 
RAH ( 见 图 6.16). 容器 摆动 角 y 的 变化 规律 
与 式 (6.1.58) 完全 相同 . 将 图 6.7 与 图 6.16 比 
B, 虽然 前 者 是 内 环 组 合体 摆动 , 后 者 是 外 环 组 
合体 摆动 , 但 对 于 不 考虑 万 向 支架 质量 的 进 动 理 
论 而 言 , 这 两 种 情况 无 本 质 区 别 . 
外 环 组 合体 摆动 时 力矩 器 随 之 改变 方位 . 忽 
略 阻尼 力矩 , $ z = 0,a, 5,7 定义 为 (O — zyz) 
图 6.16 电 控 罗 经 的 外 环 组 合体 ”相对 地 理 坐 标 系 的 角度 坐标 , 而 不 代表 外 环 、 内 
环 和 容器 的 实际 转角 . 沿 内 环 轴 的 控制 力矩 M 对 z,y 轴 的 投影 为 


M, = Kay, My = —Kió (6.3.15) 


上 式 中 的 y, 9 以 式 (6.1.58), (6.3.13) 代入 后 , 计算 Ma, My 在 每 个 摇摆 周期 内 的 平 
均值 , 得 到 


ó = arctan (wRT) (6.3.14) 


Koa? sin 2Y 
—4g2 (LFT?) 
将 上 式 代入 陀螺 进 动 方程 (3.3.21) 的 力矩 项 , 忽略 船 速 影响 , a 的 常 值 特 解 即 陀螺 
罗 经 的 摇摆 误差 ar 

1 $2h2. 4 
(i 
与 式 (6.1.61) 相 比 , 摇摆 误差 减 小 为 (1 + oT?) 1 倍 . 复 摆 的 时 间 常数 愈 大 , 播 摆 
误差 愈 小 . 例如 , TR = 10s, T = 38s, 摇摆 误差 约 减 小 600 fi. 


6.3.4 ”陀螺 方位 仪 


将 控制 回路 的 水 平 轴 力 矩 器 切断 , 令 K, = 0, 同时 增 大 垂直 轴 力 矩 器 的 放大 系 
数 Ka, 并 按 式 (6.1.3) 的 规律 施加 修正 力矩 以 消除 速度 误差 , 则 陀螺 罗 经 转变 为 陀 
螺 方位 仪 . 令 方程 (6.3.10a) 中 的 ki 和 非 齐 次 项 为 堆 , 方程 (6.3.10b) 中 的 eki 改 以 
ko 表示 , 当 kz 足够 大 时 略 去 第 二 项 (Ve / R) a, 得 到 陀螺 方位 仪 的 进 动 方程 


&=0 (6.3.18a) 


(Mz) = (My) = -K190 (6.3.16) 
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Vy 


B+ kp = -2 (6.3.18b) 


IÈ (6.3.18a) 给 出 a 的 常 值 解 , 式 (6.3.18b) 表明 8 的 变化 规律 是 向 平衡 位 置 p = 
-Vy /g 趋 近 的 衰减 非 周期 运动 . Vy = 0 时 极 轴 在 水 平面 内 保持 任意 给 定 的 初始 方 
位 不 变 . 载体 沿 子午 线 有 加 速度 时 , Vy 仅 影响 8 的 平衡 位 置 而 对 a 无 影响 , 不 产 
生 加 速度 误差 . 因此 陀螺 方位 仪 可 在 较 短 的 时 间 范围 内 指示 方位 , 尤其 适用 于 陀螺 
罗 经 不 能 工作 的 高 纬度 地 区 , 或 载体 做 变速 运动 的 情形 . 

用 控制 回路 代替 重力 摆 的 电 控 陀螺 罗 经 存在 许多 优点 , 主要 是 控制 系数 Ki, Ko 
可 任意 调节 . 罗 经 起 动 时 加 大 Ko 可 以 缩短 极 轴 到 达 平衡 位 置 的 衰减 时 间 . 在 高 续 
度 地 区 令 K, 为 零 可 将 陀螺 转变 为 方位 仪 工作 状态 . 载体 加 速 时 可 令 K, 为 零 以 消 
除 第 二 类 加 速度 误差 , 也 可 令 K, 为 零 以 转变 为 方位 仪 , 或 令 Ki, K 同时 为 零 转 
变 为 自由 陀螺 以 消除 全 部 加 速度 误差 . 此 外 , 电磁 力矩 器 很 容易 使 修正 力矩 (6.1.3) 
付 诸 实现 , 以 消除 速度 误差 . 但 与 载体 速度 有 关 的 非 齐 次 项 消失 后 , 舒 勒 条 件 即 失 
去 意义 , 因此 电 控 陀 螺 罗 经 的 周期 不 受 舒 勒 周期 的 限制 . 


6.4 双 转 子 陀螺 罗 经 


6.4.1 ” 双 转 子 陀螺 罗 经 的 运动 方程 


1908 年 安 修 茨 制 造 了 利用 水 银 浮力 支承 的 单 转子 摆 式 罗 经 . 后 来 为 了 克服 摇 
摆 误 差 而 增加 一 对 侧 放 的 转子 , 以 加 强 陀螺 壳 体 绕 极 轴 的 稳定 性 . 1927 年 进一步 改 
进 为 双 转 子 陀螺 罗 经 , 它 由 称 作 陀 螺 球 的 球形 壳 体 和 球 内 两 只 单 自由 度 陀 螺 组 成 ， 
即 第 3 章 中 所 陈述 的 双 陀螺 系统 ( 见 图 3.9). 

采用 3.4 节 中 规定 的 坐标 系 和 角度 坐标 , W: (O — ryz) 固 结 于 陀螺 球 , z 轴 沿 
二 陀螺 动量 矩 的 合 矢量 方向 , z 轴 平 行 于 二 陀螺 支架 的 转轴 . 陀螺 球 组 合体 的 质心 
O, 沿 z 轴 的 负 方 向 向 下 偏离 支点 O, / 为 摆 性 系数 . 载体 做 任意 运动 时 , 利用 表 
3.4 和 式 (6.1.7) 计算 陀螺 球 组 合体 的 重力 和 惯性 力 对 O ARE M, 略 去 微量 后 得 
到 M 相对 (O - zyz) 轴 系 的 投影 为 


M, =0 M, = —# (aT Ë). -人 -#) (6.4.1) 


设 联结 二 陀螺 支架 的 连 杆 与 球体 之 间 有 弹簧 相 联 系 , 弹簧 刚度 为 K, 连 杆 居 中 时 弹 
簧 不 变形 . 陀螺 支架 相对 球体 做 方向 相反 、 角 度 相等 的 转动 时 , 连 杆 偏 移 并 引起 弹 
筑 变 形 产生 与 转角 6 成 正比 的 弹性 恢复 力矩 M。. 作用 在 二 陀螺 支架 上 


M, = —K6 (6.4.2) 
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将 式 (6.4.1) 和 (6.4.2) 代入 方程 组 (3.5.22), 其 中 的 Ne, Do, k 以 表 3.3 的 第 二 
行 代入 , 经 过 与 上 节 相同 的 省 略 , 得 到 双 转 子 陀螺 罗 经 的 进 动 方程 


à-hp= -P angy EIE (6.4.3a) 

b+ (5) x aa m= (6.4.3b) 

Y+ á = -E (64.48) 

r = -名 (6.4.4b) 
其 中 常数 ki, kz, ks 定义 为 

h =, b= f, 加 = pA (6.4.5) 


Hi, H 的 定义 见 式 (3.5.24). 式 (6.4.3) 和 (6.4.4) 为 两 组 独立 的 方程 组 , 分 别 确定 
两 组 未 知 变量 6 和 y, ó. 
6.4.2” 双 转子 陀螺 罗 经 的 舒 勒 条 件 


方程 组 (6.4.3) 形式 上 与 式 (6.1.10) 完全 相同 , 因此 6.1 节 中 叙述 的 单 转子 陀螺 
罗 经 进 动 规律 亦 完全 适用 于 双 转 子 陀螺 罗 经 ， 罗 经 的 固有 频率 由 式 (6.1.16) 确定 ， 
对 应 的 进 动 周期 为 


(6.4.6) 
罗 经 的 固有 频率 受 陀螺 极 轴 相 对 z 轴 倾 角 eo 的 影响 . 如 利用 陀螺 球 内 的 特殊 机 构 


调整 eo 角度 , 使 随时 与 地 理 纬度 ó 相等 , 则 式 (6.4.6) 表示 的 固有 频率 即 与 纬度 无 
关 . 只 要 罗 经 的 参数 满足 以 下 条 件 


/2Ho 
m| — =T .4. 
2: 20, (6.4.7) 


罗 经 即 可 在 任意 纬度 处 满足 舒 勒 条 件 而 完全 免除 加 速度 误差 . 
6.4.3 ”稳定 性 问题 


双 转 子 陀螺 罗 经 利用 固定 在 球体 上 的 液体 连通 器 起 阻尼 作用 .液体 对 器 壁 产 
生 绕 y 轴 的 倾覆 力矩 , 与 液 面 倾角 ó 成 正比 , 如 式 (5.2.33) 所 示 . 6 的 变化 规律 由 
方程 (4.1.53) 确定 . 在 方程 组 (6.4.3) 中 增加 此 力矩 , 并 将 方程 (4.1.53) 与 之 联 立 ， 
令 k= p/H, 设 基 座 与 地 球 固定 , 得 到 带 阻 尼 双 转子 罗 经 的 进 动 方程 


à — kib + k'O = -Mh (6.4.8a) 
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B+Ma=0 (6.4.8b) 
Tó+ó-B=0 (6.4.8c) 

此 方程 组 的 常 值 特 解 为 En. 
am =0, ñ,=%,= (6.4.9) 


as 为 零 表明 液体 连通 器 阻尼 方案 不 会 引起 纬度 误差 . 
方程 组 (6.4.8) 的 特征 方程 与 式 (5.2.35) 相似 


Ts? + 82 + k2T's + fh (ki—k)=0 (6.4.10) 
利用 劳 斯 - 赫 尔 维 茨 判 据 导出 的 带 阻 尼 双 转子 罗 经 的 渐 近 稳定 性 条 件 为 
ki > k' ER # > (6.4.11) 


此 条 件 与 利用 液体 连通 器 阻尼 的 陀螺 摆 稳 定性 条 件 (5.2.36) 在 形式 上 完全 相同 . 
6.4.4 ”摇摆 误差 
方程 组 (6.4.4) 确定 陀螺 球 绕 极 轴 的 摆动 和 球 内 陀螺 支架 的 转动 这 两 种 相互 关 
联 的 运动 . 载体 做 方位 不 变 的 匀速 运动 时 , 此 方程 组 有 以 下 常 值 特 解 
HaVge 
KR 
为 为 零 表 明 陀螺 球 的 赤道 平面 保持 水 平 . 5。 的 存在 使 弹簧 产生 常 值 力矩 , 迫使 两 只 
陀螺 朝 相反 方向 进 动 , 以 保证 陀螺 球 的 赤道 平面 跟踪 水 平面 在 惯性 空间 中 的 转动 . 
消去 方程 组 (6.4.4) 中 的 变量 6, 得 到 y 的 二 阶 微分 方程 


%=0 ð=- (6.4.12) 


3 + ky = (K-K) = + (64.13) 


EP k, 为 舒 勤 频率 ,kr 定义 为 


ky = Vkaks i (6.4.14) 
陀螺 球 绕 极 轴 的 自由 摆动 周期 为 Ty = 2z/k., 即 
x 4zxHo sin eo 

T=- (6.4.15) 


动量 矩 Ho, 倾角 eo AK, 或 陀螺 球 的 摆 性 愈 小 ， 弹簧 愈 软 ， 则 周期 愈 长 ， 如 折 
算 成 复 摆 周 期 ,陀螺 球 相当 于 惯性 矩 增 大 为 B' = H3/K WKAR, 转子 高 速 旋 
转 时 B' 远 远大 于 陀螺 球 的 实际 惯性 矩 . 如 u = 6675 g: cm, K = 140 g: cm, 
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Ha = 1.58 x 103g.em.s, 则 T, = 17 分 钟 , 比 转子 不 转 时 的 复 摆 周 期 ( 约 2 s) 提高 
500 多 倍 . B' = 1.78 x 108 g .cm - s, 比 陀螺 球 的 实际 惯性 矩 (550 z ` cm s) 增 大 约 
32 万 倍 . 由 此 可 见 双 陀螺 系统 极 大 地 增强 了 壳 体 绕 极 轴 转 动 的 稳定 性 . 
将 方程 (6.4.13) 右边 的 Ve 以 船 摇摆 引起 的 加 速度 as 代替 , 计算 陀螺 球 受 揪 
摆 作 用 激励 的 受 迫 振动 . 将 式 (6.1.51) 代入 后 , 动力 学 方程 为 
3 + k?y = (k2 — kè) sa cos) sinuRt (6.4.16) 
由 于 陀螺 球 的 自由 摆动 周期 远大 于 船 的 摇摆 周期 , 方程 (6.4.16) 的 受 迫 振动 特 解 近 
似 为 
q=- (k2 — k?) F osysinunt (6.4.17) 


将 式 (6.1.51), (6.4.17) RAR (6.1.56), 计算 Ma, My 在 每 个 摇摆 周期 内 的 平均 值 ， 
得 到 
k2 — k? 2h24 si 
(Ms) =— ( 3) ,Mp — (8448) 
在 陀螺 球 运动 方程 (3.5.22b) 中 增加 上 述 力矩 , 导出 双 转 子 罗 经 的 摇摆 误差 an 


_ (í _ “) ki $2h2wk sin 2% 


an = (6.4.19) 


wR 49? Ne cos ó 


HR (6.1.61) 相 比 , 摇摆 误差 减 小 为 (及 — k2) /o8 倍 . 陀螺 球 的 自由 摆动 周期 愈 接 
近 舒 勒 周期 , 摇摆 误差 愈 小 . 如 Ta = 10 s, T, = 17 分 钟 , 摇摆 误差 约 减 小 104 倍 . 


65 空间 陀螺 罗 经 


6.5.1 ”陀螺 球 的 舒 勒 条 件 


从 陀螺 球 绕 极 轴 的 摆动 方程 (6.4.13) 可 看 出 , 如 陀螺 球 的 固有 频率 k, ETF 
勒 频率 ke 则 非 齐 次 项 为 零 , 陀螺 球 赤道 面 的 水 平 位 置 即 不 受 载体 的 纬 线 方向 加 速 
度 的 干扰 . 

将 方程 组 (6.4.4) 中 的 y 用 新 变量 y, 置换 


n= Vir (6.5.1) 


置换 后 的 运动 方程 具有 对 称 形式 
A +k = |Ë#E E (6.5.2a) 
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¿km = IE (6.5.2b) 


引入 复数 坐标 w 
u=ó+im (6.5.3) 


将 方程 组 (6.5.2) 化 作 复数 形式 


b + ikan = 一 Eh (v az iane) (6.5.4) 
如 陀螺 球 的 固有 频率 k. ETARE k,, 则 有 关系 式 
VE fs (6.5.5) 
H, R 
可 将 方程 (6.5.4) 化 作 
ú + ika = — Z, (Ve +ikVe) (6.5.6) 
对 于 Vs (t) 的 任意 变化 规律 , 此 方程 均 存在 特 解 
= —_ HaVg (t) 


R (6.5.7) 


或 
_ HVel) 
6=- PR 1=0 (6.5.8) 


从 而 证 明 , 只 要 满足 每 勒 条 件 且 初始 条 件 与 特 解 一 致 , 则 不 论 载体 沿 纬 线 方向 如 何 
变速 , 陀螺 球 的 赤道 面 均 能 保持 水 平 . 此 时 支点 加 速度 在 陀螺 球 上 引起 的 惯性 力矩 
恰 能 迫使 球体 内 的 陀螺 进 动 到 与 新 的 纬 向 速度 相 适 应 的 平衡 位 置 . 

如 果 罗 经 的 进 动 周期 和 陀螺 球 摆动 周期 均等 于 舒 勒 周期 , 则 对 于 载体 的 任意 变 
速 运动 , 罗 经 都 能 同时 给 出 不 受 加 速度 干扰 的 子午 面 和 水 平面 参考 基准 . 这 种 特殊 
的 陀螺 罗 经 称 为 空间 陀螺 罗 经 . 


6.5.2 ”陀螺 罗 经 在 自然 坐标 系 中 的 动力 学 方程 


以 自然 坐标 系 代替 地 理 坐 标 系 可 使 陀螺 罗 经 运动 的 分 析 过 程 简化 . E ARE 
标 系 中 , 罗 经 极 轴 的 平衡 位 置 垂 直 于 载体 的 绝对 速度 矢量 V. 如 以 (y, Z) 坐标 面 
代替 子午 面 作为 方位 基准 , 则 不 存在 速度 误差 . 如 陀螺 球 的 赤道 面 保持 水 平 , 则 其 
法 线 轴 即 z 轴 的 平衡 位 置 与 2 轴 一 致 , 沿 总 动量 矩 方向 的 z 轴 与 Y 轴 一 致 , 陀螺 
球 坐 标 系 即 成 为 自然 坐标 系 的 具体 体现 . 

式 (6.4.15) 表明 , 要 延长 陀螺 球 绕 极 轴 的 摆动 周期 以 实现 舒 勒 周 期 ， 必 须 尽 可 
能 加 大 co 角 和 降低 弹簧 刚度 . 图 6.17 所 示 的 空间 罗 经 方案 是 co = 90° 的 双 转 子 
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罗 经 . 弹簧 不 变形 时 二 陀螺 的 极 轴 均 沿 y 轴 但 方向 相反 . 偏离 eo 时 弹簧 产生 与 
cose 成 正比 的 变形 , EHR sine 成 正比 , 因此 弹簧 对 陀螺 支架 的 力矩 为 


M, = K cosesine (6.5.9) 


利用 表 3.2 的 第 二 行 和 式 (6.1.7) 计算 陀螺 球 组 合 

体 的 重力 和 惯性 力 对 O ARIK M, 其 在 (O — ryz) 
轴 系 中 的 投影 为 

Vn V 

M:=0, My—- ,Me=-h G 

(6.5.10) 

MRK < 的 变化 幅度 很 大 而 不 允许 线性 化 . 将 

式 (6.5.9), (6.5.10) 代入 方程 组 (3.5.22) 的 力矩 项 ， 

其 中 的 M, O, ç 以 表 3.1 表示 . 经 过 与 前 面 类 似 

图 617 空间 罗 经 的 简化 , 得 到 自然 坐标 系 中 的 陀螺 罗 经 动力 学 方程 


z [A i [i 

kig (m) ey g (m=) (5328) 

n Vv 

B+ (z) a=0 (6.5.11b) 

š K V 

4- (25) cosc= -5 (6.5.11c) 
必 


d V 
# (2Ho cose) + uy = 2 (6.5.11d) 


6.5.3 ”空间 罗 经 的 实现 条 件 

先 分 析 空 间 罗 经 的 平衡 位 置 与 自然 坐标 系 重合 的 可 能 性 ， 此 问题 等 价 于 对 于 
任意 变化 的 V(t) 和 Q (t), 方程 组 (6.5.11) 中 a, b, y 存在 零 解 的 可 能 性 . 先 令 方程 
(6.5.11a) 的 非 齐 次 项 为 零 , 解 出 


cose (6.5.12) 


-8y 
”2Hog 
将 上 式 代 入 方程 (6.5.11d), 其 非 齐 次 项 亦 被 消除 . 要 使 方程 (6.5.11c) 的 非 齐 次 项 为 
*, 弹簧 刚度 K 必须 满足 以 下 条 件 
K= 2 


在 此 条 件 得 到 满足 的 前 提 下 , 方程 组 (6.5.11) 存在 以 下 特 解 


a=ß=7=0, elt)=arccos E o] (6.5.14) 


(6.5.13) 
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只 要 在 初始 时 刻 陀螺 球 坐标 系 与 自然 坐标 系 重 合 , 且 陀 螺 支架 在 球体 内 的 偏 角 满足 
e (0) = arccos E gj (6.5.15) 


则 不 论 载体 如 何 变速 运动 , (O — zyz) 与 (O - XY Z) 必 保持 重合 . 
忽略 船 速 的 影响 , 将 式 (6.5.12) 中 的 V 改 为 Ra, 代替 罗 经 进 动 周期 公式 
(6.4.6) 中 的 coseo, 证 明 空间 罗 经 的 进 动 周期 满足 舒 勒 条 件 


T,=T, 6.5.16 
P. 


将 式 (6.5.13) 代入 陀螺 球 摆动 周期 公式 (6.4.15), 令 sinso = 1, 证 明 陀 螺 球 绕 极 轴 
的 摆动 周期 亦 满足 舒 勒 条 件 
T, = T, (6.5.17) 


因此 利用 空间 罗 经 建立 的 自然 坐标 系 完全 不 受 载 体 加 速度 的 干扰 . 

关于 空间 罗 经 的 设想 早 在 安 修 茨 罗 经 发 展 初期 就 已 提出 . 描述 弹簧 力矩 规律 的 
A (6.5.9) 及 (6.5.13) 为 1935 年 盖 克 勒 导 出 的 结果 . 伊 式 林 斯 基于 20 世纪 50 年 代 
建立 了 空间 罗 经 的 严格 理论 . 但 此 理论 方案 未 能 转化 为 实用 的 空间 罗 经 . 
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陀螺 的 章 动 理论 考虑 进 动 理论 中 被 急 略 的 万 向 支架 质量 和 转子 的 杰 道 惯性 算 ， 
能 更 真实 地 反映 陀螺 运动 的 实际 过 程 . 在 线性 理论 范畴 内 , 陀螺 的 实际 运动 可 视 为 
进 动 和 章 动 的 一 加 . 即 极 轴 的 平均 位 置 按 进 动 规律 运动 , 同时 在 平均 位 置 附 近 登 加 
高 频 微 辐 章 动 . 陀螺 摆 的 受 扎 规则 进 动 与 高 频 微 辐 章 动 合 加 后 的 运动 称 为 拟 规则 进 
动 . 章 动 的 线性 理论 基于 线性 化 动力 学 方程 , 其 普遍 形式 由 惯性 项 、 阻 尼 项 、 陀 螺 
项 、 摆 性 力矩 项 和 径 向 力矩 项 组 成 . 遍 尔 文 - 泰 德 - 切 塔 耶 夫 (Kelvin-Tait-Chetayev) 
定理 为 判断 此 类 线性 系统 稳定 性 的 普遍 性 定理 .陀螺 直接 稳定 器 是 利用 转子 的 陀 
螺 效 应 对 不 稳定 对 象 起 稳定 作用 的 装置 . 船舶 消 摆 器 和 单轨 车 厢 为 典型 的 陀螺 直接 
稳定 器 . 章 动 的 非 线性 理论 考虑 线性 理论 中 被 息 略 了 的 非 线 性 项 . 1955 年 马 格 努 斯 
和 十 德 斯 坦 (R. Goodstein) 对 陀螺 的 非 线性 动力 学 方程 分 别 用 逐次 选 代 法 和 小 参 
数 法 作 近 似 分 析 , 导出 自由 陀螺 章 动 漂移 的 解析 公式 . 从 而 对 框架 陀螺 仪 在 章 动 过 
程 中 的 漂移 现象 作出 合理 的 理论 解释 . 应 用 同样 方法 , 可 以 分 析 诸 如 安装 误差 、 载 
体 振动 、 弹 性 变形 等 各 种 因素 所 引起 的 章 动 漂移 . 


71 章 动 的 线性 理论 


7.1.1 ”自由 陀螺 的 章 动 


陀螺 的 章 动 理论 考虑 进 动 理 论 中 被 忽略 的 万 向 支架 质量 和 转子 的 赤道 惯性 矩 
对 陀螺 运动 的 影响 , 能 更 真实 地 反映 陀螺 的 运动 过 程 . 在 保留 惯性 项 的 线性 化 动力 
学 方程 (3.2.20) 基础 上 建立 的 理论 为 章 动 的 线性 理论 . 以 章 动 理论 的 分 析 结果 为 参 
照 , 可 以 判断 进 动 理论 在 何 种 条 件 下 能 反映 陀螺 的 实际 运动 规律 . 
先 讨论 静止 基 座 上 的 自由 陀螺 , 令 方程 组 (3.2.20) 中 的 力矩 项 Me, My 为 零 ， 
写作 
Aä+H$Ż=0 (7.1.1a) 


BÖ- Ha=0 (7.1.1b) 


ñ = Ze (7.1.2) 


将 6 置换 为 新 的 变量 8, 
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使 方程 组 (7.1.1) 化 为 对 称 形 式 


ë+uñ = 0 (7.1.3a) 

Ëı — vë = 0 (7.1.3b) 

其 中 参数 v 定义 为 , — hosh E 
VA (Bbo) B 


A (Bo) 为 Bo 的 已 知 函数 , 如 式 (3.2.15) 的 定义 . 令 式 (7.1.3b) RA i 与 (7.1.3a) 相 
加 , 合并 为 复数 方程 
ž—ivż=0 (7.1.5) 
复数 坐标 z 定义 为 
z=a+iß (7.1.6) 
利用 式 (4.1.48) 从 方程 (7.1.5) 解 出 z, 再 积分 一 次 , 设 zo, 和 X z A ¿ BJ308, 
得 到 四 
z=zo + = (1 _ et) (7.1.7) 
如 初始 时 外 环 偏 角 为 零 , 内 环 偏 角 为 fo, 陀螺 受 冲击 后 外 环 产生 初始 角速度 ao, 但 
内 环 起 始 角速度 为 零 , 此 初始 条 件 记 为 


a(0)=0, 8(0) = ñ, ó (0) = áo, (0)=0 (7.1.8) 
对 应 于 复数 坐标 的 初始 条 件 
z(0) = iñ, (0) = ao (7.1.9) 
将 式 (7.1.9) 代入 (7.1.7), 虚实 部 分 离 后 得 到 
= sanat (7.1.108) 
A= A 2 [a - cos) (7.1.10b) 


以 上 分 析 表 明 , 自由 陀螺 受到 冲击 后 , 极 轴 在 平衡 位 置 附近 做 频率 为 v 的 椭圆 锥 运 
动 . 这 种 借助 惯性 维持 的 运动 称 为 陀螺 的 章 动 ( 见 图 7.1). 章 动 时 陀螺 力矩 与 支架 的 
惯性 力矩 互相 平衡 , 总 动量 矩 仍 保持 守恒 . 章 动 频率 v 与 陀螺 自转 速度 wo 成 正比 ， 
并 随 内 环 偏 角 bo 的 增 大 而 减 小 . 章 动 振幅 与 框架 的 初始 角速度 do 成 正比 , 与 章 动 
频率 v 或 转速 wo 成 反比 . 由 于 陀螺 仪 的 转速 远 远 超过 支架 转动 角速度 ， 陀 螺 的 章 
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动 是 极 轴 在 平衡 位 置 附近 的 振幅 极 微小 的 高 频 角 振动 . 转速 愈 高 则 章 动 频率 愈 高 ， 

振幅 愈 小 . 极 轴 与 外 环 轴 垂 直 , 即 bo = 0 时 的 章 动 频率 公式 为 
H 

VAB 


其 中 五 = Ho, 常数 4,B 的 定义 见 式 (3.2.22). 如 不 存在 万 向 支架 , WA (7.1.11) 中 

的 A, B 以 轴 对 称 转子 的 赤道 惯性 矩 An RE, 章 动 频率 为 
H 
DA (7.1.12) 
上 式 与 欧 拉 情形 轴 对 称 刚体 的 自由 规则 进 动 速 度 , 即 式 (2.3.15) 相同 . 可 见 自由 陀 
螺 章 动 现象 的 本 质 就 是 轴 对 称 刚体 的 欧 拉 - 潘 索 运 动 . 

B 上 述 章 动 现象 体现 了 高 速 旋转 陀螺 仪 抵抗 

外 界 冲击 干扰 的 能 力 . 对 于 冲击 引起 的 任意 初始 

角速度 do, 总 能 适当 选择 陀螺 的 动量 矩 Ho 使 章 

动 振幅 保持 为 任意 小 值 , 此 时 进 动 方程 的 解 可 以 

充分 准确 地 表示 自由 陀螺 的 实际 运动 . 但 fo = 

/2 时 例外 , 此 时 无 论 Ho 的 值 如 何 增 大 都 不 可 

o| & ”能 使 章 动 振幅 减 小 . 可 见 除 fo = x/2, 即 极 轴 与 

图 7.1 陀螺 的 章 动 外 环 轴 重 合 的 特殊 位 置 以 外 , 自由 陀螺 的 极 轴 平 

衡 位 置 都 具有 抵抗 外 界 冲击 干扰 作用 的 稳定 性 . 


(7.1.11) 


v= 


7.1.2” 进 动 理 论 的 依据 
陀螺 受 力矩 Ma, My 的 作用 时 , 其 线性 化 动力 学 方程 为 


Aà + HB = M, (7.1.13a) 
BË- Hë = M; (7.1.13b) 
略 去 二 阶 导数 后 成 为 式 (3.2.25) 表示 的 进 动 方程 
Ha= 一 My (7.1.14a) 
Hñ = M; (7.1.14b) 


令 z=dy= 记 方程 组 (7.1.13) TRMA 


PE T (%) +% (7.115a) 
üz = 2 (2) + 28 (7.115b) 
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线性 方程 (7.1.15) 的 解 为 齐 次 一 般 解 与 非 齐 次 特 解 的 又 加， 前 者 即 自 由 陀螺 的 
章 动 , 后 者 为 力矩 激励 下 的 受 迫 振动 . 当 力矩 以 w 频率 变化 时 , 根据 4.1.2 节 中 对 复 
摆 受 迫 振动 的 分 析 , 方程 (7.1.15) 的 受 迫 振动 特 解 具有 以 下 性 质 : 

loe <u 

激励 频率 远 小 于 章 动 频率 , 受 迫 振动 特 解 近 似 为 

z= -M + BE (7.1.16a) 
j= m 3: ai, (7.1.16b) 
如 忽略 上 式 右 边 第 二 项 , 则 简化 为 
$= -%, y= Xa (7.1.17) 
此 即 进 动 方程 (7.1.14) 的 解 . 上 述 简化 仅 在 力矩 变化 十 分 平缓 且 陀 螺 动 量 矩 足够 大 
的 条 件 下 才 允 许 进行 ， 此 时 陀螺 的 运动 是 方程 (7.1.14) 所 确定 的 进 动 规律 与 方程 
(7.1.1) 所 确定 的 自由 陀螺 章 动 规律 的 县 加 ， 当 陀螺 的 动量 矩 增 大 得 足以 将 章 动 振 
幅 抑制 得 极 小 时 , 进 动 理论 就 能 足够 准确 地 反映 陀螺 的 实际 运动 过 程 . 

如 式 (7.1.16) 右边 第 二 项 不 允许 忽略 , 则 陀螺 的 运动 是 频率 为 v 的 自由 振动 与 
频率 为 w 的 受 迫 振动 的 登 加 . 只 要 交 变 力矩 的 幅 值 足够 小 , 增 大 陀螺 的 动量 矩 可 使 
此 两 项 振动 都 减弱 到 极 微小 的 程度 . 

2)w=v 

激励 频率 等 于 章 动 频率 时 , 受 迫 振动 无 限 增 大 而 出 现 谐振 现象 . 这 种 现象 不 可 
能 用 进 动 理论 解释 . 

3)w >v 

激励 频率 远大 于 章 动 频率 时 , 受 迫 振动 接近 于 零 . 因此 当 力 矩 中 含有 任意 规律 
的 高 频 交 变 分 量 时 , 其 进 动 规律 只 由 力矩 的 平均 值 所 确定 . 进 动 方程 可 改写 为 


Hå = — (M,) (7.1.18a) 
HÈ = (M.) (7.1.18b) 


归纳 以 上 分 析 , 可 得 出 进 动 理论 的 适用 条 件 : 陀螺 具有 足够 大 动量 矩 ， 外 力矩 
变化 平缓 , 其 交 变 分 量 的 幅 值 足够 小 且 激 励 频率 不 得 接近 章 动 频率 . 
7.1.3 WAME 

以 陀螺 摆 为 例 , 讨论 章 动 运动 的 性 质 . 先 分 析 静 止 基 座 上 带 下摆 的 陀螺 摆 . 令 
力矩 项 (5.2.2) 中 V = N = 0, 代入 方程 组 (3.2.20), 设 4 = B, 得 到 


AG + H+ pe = 0 (7.1.19a) 
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AË- Hà+ pp =0 (7.1.19b) 
使 用 复 变 量 z = a + iB, 合并 为 复数 方程 

ž-ivż+p0z=0 (7.1.20) 
参数 v, p 定义 为 EN. 

=> P= 有 (7.1.21) 


方程 (7.1.20) 的 特征 方程 为 
s2 一 izs 十 62 一 0 (7.1.22) 


特征 值 为 一 对 纯 虚 根 


2 
v 2, 
saminn wuz = Z | (2) (7.1.23) 


陀螺 摆 的 运动 为 频率 为 w 和 ws? 的 两 种 周期 运动 的 合成 . 
对 于 转速 为 零 的 特殊 情形 , v= 0, 陀螺 摆 转 变 为 复 摆 , 特征 根 为 重 根 , 对 应 于 


复 摆 的 固有 频率 
w2 = +p= +5 (7.1.24) 


le)| 与 wa 的 差别 随 陀螺 转速 的 升 高 而 扩大 . 转速 极 高 时 v > p, 将 式 (7.1.23) 中 的 
根 式 展 成 (p/v) HRAN, 略 去 高 次 项 后 得 到 wl 和 o 的 近似 式 


wh (7.1.25a) 
2 
w=v+ 全 = 所 + 各 (7.1.25b) 


与 第 5 章 中 陀螺 摆 进 动 理论 对 照 ，|wi| 即 式 (5.2.4) 表示 的 陀螺 摆 进 动 频率 
k. wi < 0 表示 下 摆 性 陀螺 摆 的 进 动 方向 为 顺 时 针 . 陀螺 动量 矩 足够 大 时 , 略 去 式 
(7.1.25b) 右边 第 二 项 , wo 等 于 式 (7.1.11) 表示 的 自由 陀螺 章 动 频率 v. 从 而 证 实 前 
面 已 得 到 的 结论 , 即 高 速 旋转 陀螺 摆 的 实际 运动 为 进 动 规律 与 自由 陀螺 章 动 规律 的 
Sim. 利用 进 动 频率 与 章 动 频率 相差 悬殊 的 特点 , 可 略 去 特征 方程 的 二 次 项 直接 导 
出 进 动 频率 , 略 去 特征 方程 的 零 次 项 直接 导出 章 动 频率 , 使 计算 过 程 简化 . 

与 第 2 章 中 拉 格 朗 日 情形 刚体 定点 运动 相对 比 , 将 陀螺 摆 改 为 上 摆 性 , ! 和 j 
必须 变 号 , w 和 wa 等 于 刚体 受 迫 规则 进 动 的 惕 进 动 速度 Q, 和 快 进 动 速度 2, 与 
Do = 0 时 的 式 (2.4.28) 完全 一 致 . 

图 7.2 为 根据 式 (7.1.23) 画 出 的 u| 和 wz 随 转 速 wo 的 变化 曲线 , 虚线 为 式 
(7.1.25) 表示 的 近似 解 . 
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.图 7.2 陀螺 摆 的 固有 频率 
将 方程 (7.1.20) 的 一 般 解 写作 


z= z+ zo, Z1 =e, z2 = azt (7.1.26) 


陀螺 摆 的 极点 轨迹 是 z 的 复数 平面 上 两 个 旋转 矢量 1 和 zo KM, H a 和 a 
取决 于 陀螺 摆 的 初始 条 件 . 对 于 式 (7.1.8) 表示 的 初始 条 件 , 导出 

,it + 60), 0, fo éo) an 
陀螺 转速 极 高 时 v > k, |a1| > aal, 陀螺 极点 的 运动 相当 于 半径 为 |oz| 的 圆周 上 一 
点 P 绕 圆 心 Q 以 角速度 v 道 时 针 快 速 旋转 , 同时 Q 沿 半径 为 |a) | 的 圆周 绕 坐 标 
原点 O 以 角速度 k 顺 时 针 缓慢 旋转 , 即 进 动 与 章 动 两 种 运动 的 合成 ( 见 图 7.3(a)) 
陀螺 的 极点 轨迹 为 摆 线 , 不 同 的 初始 条 件 对 应 于 摆 线 的 不 同 几何 特征 , 如 图 74 所 
示 . 无 章 动 伴随 的 受 迫 规则 进 动 仅 在 ao = ko 的 特殊 条 件 下 才 可 能 发 生 .一般 情 


A A 


a 
> 


(a) 下 择 性 陀螺 摆 (b) 上 择 性 陀螺 摆 
图 7.3 进 动 与 章 动 的 合成 
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况 下 陀螺 择 的 运动 必 存 在 高 频 微 幅 章 动 , 这 种 与 规则 进 动 相差 甚 微 的 运动 形态 称 为 
拟 规则 进 动 . 


(b) ao=0 
图 7.4 下 把 性 陀螺 把 的 极点 轨迹 


7.1.4 ”陀螺 摆 永 久 转 动 的 稳定 性 


对 于 带 上 捍 性 的 陀螺 摆 , 必须 改变 1 或 的 符号 . 将 p? 的 定义 改 为 p? = |ul/A, 
动力 学 方程 (7.1.20) 改 为 
ž-ivż-pz=0 (7.1.28) 


特 解 2 = 0 对 应 于 转子 绕 极 轴 匀 速 旋转 且 旋 转轴 保持 垂直 的 运动 状态 , 即 陀螺 摆 相 
对 达尔 布 坐标 系 的 永久 转动 . 为 判断 此 永久 转动 的 稳定 性 , 解 出 方程 (7.1.28) 的 特 


征 值 
2 
312 = iW1,2，W1,2 = š Ë F y1 = (2) (7.1.29) 
EREE RRRA 
É <1 (7.1.30) 
v 
可 化 作 
Wo È Wer (7.1.31) 
wer 为 转速 的 临界 值 , 定义 为 
wer = & Amgl (7.1.32) 


因此 上 摆 性 陀螺 摆 仅 当 转 速 大 于 临界 值 we 时 , 其 永久 转动 才 可 能 稳定 ， 如 小 于 
临界 值 , 则 特征 值 出 现 正 实 部 ,陀螺 摆 的 永久 转动 不 稳定 而 倾覆 . 条 件 (7.1.31) 即 
2.4.4 节 中 导出 的 拉 格 朗 日 情形 刚体 的 受 迫 规则 进 动 条 件 , 式 (7.1.32) 表示 的 临界 
转速 wer 与 条 件 (2.4.27) 中 Do = 0 时 完全 一 致 . 图 7.5 为 稳定 性 条 件 (7.1.31) 当 
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CR = 2A 时 在 (wo, n/ A) 参数 平面 内 划分 的 稳定 域 . 上 半 平 面 表 示 下 摆 性 陀螺 摆 ， 
不 论 转 速 如 何 , 包括 转速 为 零 的 复 摆 在 内 , 其 永久 转动 总 是 稳定 . 下 半 平 面 表示 的 
上 摆 性 陀螺 摆 则 必须 有 足够 高 的 转速 才能 稳定 住 ， 稳 定 域 的 大 小 取决 于 陀螺 摆 的 
质量 几何 , 转子 愈 扁平 , 质心 位 置 愈 低 愈 有 利于 稳定 . 转子 愈 细 长 , 质心 位 置 愈 高 ， 
要 求 的 稳定 转速 愈 高 . 

稳定 性 条 件 满足 时 , 上 摆 性 陀螺 摆 运 动 的 一 般 形 式 也 是 拟 规则 进 动 , 只 是 矢量 
z 的 旋转 方向 变 为 逆 时 针 ( 见 图 7.3(b)). 极点 轨迹 为 图 7.6 ARHAR, 可 看 作 是 
第 2 章 中 图 2.14 表示 的 拉 格 朗 日 情形 刚体 的 球面 极点 轨迹 的 近似 描绘 . 


0.5 


HA/4 


(b) ao=0 


图 7.6 ”上 摆 性 陀螺 摆 的 极点 轨迹 


72 线性 陀螺 系统 
7.2.1 凯 尔 文泰 特 - 切 塔 耶 夫 定理 
归纳 以 上 对 各 种 类 型 二 自由 度 陀螺 仪 的 讨论 , 将 a, 6 用 坐标 列 阵 x 表示 , 其 
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线性 化 动力 学 方程 可 表示 为 以 下 普遍 形式 
Ji+Di+Gi+Kzr+Cr=0 (7.2.1) 


方程 中 各 项 依次 为 惯性 力矩 、 阻 尼 力 矩 、 陀 螺 力矩 、 摆 性 力矩 和 径 向 修正 力矩 , R 
数 矩 阵 J, D, G, K, C 分 别 为 惯性 矩阵 、 阻 尼 和 矩阵 、 陀 螺 力 和 矩阵、 刚度 矩 阵 和 径 向 
修正 矩阵 


a [ao _ (D o 
ae ma sZ 
s= [2 Aaa 0 kal 0 ) 
G2 0 0 K 0. 本 


其 中 的 陀螺 力矩 项 即 第 3 章 (3.4.5) 中 定义 的 陀螺 力 . 方程 (7.2.1) 的 特征 方程 为 


(7.2.2) 


aost + a18? +a28° + ass + a4 = 0 (7.2.3) 
系数 ai (i = 0,1,… 4) 定义 为 


ao = AB, a, = AD + BD), az = H? + AK2 + BK, + Di Do 
as = DiK2 + D2K1ı + H (C1 + C2), a4 = KiKs + C102 


对 于 最 简单 的 自由 刚体 , 仅 保留 方程 (7.2.1) 中 的 惯性 力矩 , 则 特征 值 为 零 , 陀 
螺 极 轴 的 平衡 具有 随 遇 性 . 陀螺 力矩 的 加 入 使 特征 值 出 现 纯 虚 根 , 表明 刚体 绕 极 轴 
的 旋转 运动 能 赋予 极 轴 平 衡 位 置 以 稳定 性 . 增加 阻尼 力矩 后 平衡 位 置 转变 为 渐 近 
稳定 , 自由 陀螺 的 章 动 衰减 为 零 . 

仅 保留 惯性 力矩 和 摆 性 力矩 时 , 系统 (7.2.1) 转变 为 二 自由 度 复 摆 , 特征 方程 简 
化 为 


(7.2.4) 


aos4 + a23? + a4 = 0 (7.2.5) 


其 中 
ao = AB, a = AK2 + BKi, a4 = Ki Ko (7.2.6) 


方程 (7.2.1) 的 零 解 稳定 性 由 特征 方程 的 纯 虚 根 条 件 确定 , 即 


ao>0 (7.2.7a) 
a2>0 (7.2.7b) 
aa>0 (7.2.7c) 


aĝ — 4aoaq > 0 (7.2.7d) 
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将 式 (7.2.6) 代入 验算 可 以 证 实 , KEF (7.2.7a)，(7.2.7d) 恒 满足 , 条 件 (7.2.7b) 
(7.2.7c) WER Kı, Ka 均 为 正 值 . 分 别 讨论 以 下 三 种 情况 : 

情况 一 : Ki > 0, K2 > 0: 稳定 

情况 二 :Ka < 0, Ka < 0: 不 稳定 

情况 三 : Ki < 0,K> > 0 或 K, > 0, K> < 0: 不 稳定 
情况 一 和 情况 二 分 别 对 应 于 带 下摆 或 上 摆 的 复 摆 , 情况 三 对 应 于 摆动 轴 不 相交 而 质 
心 介 于 二 摆动 轴 之 间 的 复 摆 . 

在 方程 中 增加 陀螺 力矩 , 复 摆 转 变 为 陀螺 摆 . 特征 方程 仍 具 有 式 (7.2.5) 的 形 
式 , 稳定 性 条 件 与 式 (7.2.7) 相同 , 仅 系数 a, 的 定义 改 为 


az = H2 + AK2 + BKı (7.2.8) 
增加 陀螺 力矩 后 情况 一 仍 保持 稳定 . 对 于 情况 二 , 只 要 适当 增 大 动量 矩 , 使 满足 以 
下 条 件 

H > /A]K;] + B|K:| (7.2.9) 


则 原来 不 满足 的 条 件 (7.2.7b) 也 能 变 得 满足 , 系统 转 为 稳定 . 对 于 情况 三 , 由 于 a4 
的 符号 不 受 H 的 影响 , 条 件 (7.2.7c) 恒 不 能 满足 , 无 论 选择 多 大 的 动量 矩 都 不 可 能 
依靠 陀螺 力矩 使 系统 转 为 稳定 . 

陀螺 的 进 动 理论 与 章 动 理论 的 区 别 在 于 是 否 保留 方程 (7.2.1) 的 惯性 力矩 项 . 
保留 此 项 为 章 动 方程 , 略 去 此 项 成 为 进 动 方程 . 陀螺 摆 进 动 方程 对 应 的 特征 方程 为 


a8 +a4=0 (7.2.10) 


其 中 

aa = H2, a = KiKs (7.2.11) 
根据 进 动 理论 分 析 , 只 要 Ki 与 K, 同 号 (情况 一 或 情况 二 ), 平衡 位 置 必 稳定 ,Ka 
与 Ka 异 号 (情况 三 ), 则 平衡 位 置 不 稳定 . 从 而 归纳 出 以 下 结论 : 

摆 性 力矩 单独 作用 下 的 稳定 系统 增加 陀螺 力矩 后 , 系统 仍 保持 稳定 . 摆 性 力矩 
单独 作用 下 的 不 稳定 系统 增加 陀螺 力矩 后 如 能 使 系统 的 进 动 方程 稳定 , 则 在 章 动 理 
论 中 只 要 选择 足够 大 的 陀螺 动量 矩 , 也 能 使 系统 稳定 . 反之 , 如 增加 的 陀螺 力矩 不 
能 使 进 动 方程 稳定 , 则 在 章 动 理论 意义 下 系统 亦 必 不 稳定 . 

方程 中 如 再 增加 阻尼 力矩 , 则 特征 方程 具有 式 (7.2.3) 的 形式 , 其 中 


a3 = DıK2 + D2K1, a4 = KK2 (7.2.12) 


ao, a), a2 的 定义 与 式 (7.2.4) 相同 . 利用 劳 斯 - 赫 尔 维 芯 判 据 判断 方程 (7.2.1) 零 解 的 
浙 近 稳定 性 . 对 于 情况 一 , 除 各 系数 大 于 零 均 能 满足 以 外 , as (aaz — aoas) > aaa 
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条 件 亦 得 到 满足 . 表明 阻尼 力矩 的 加 入 能 使 原来 的 稳定 系统 变 为 渐 近 稳 定 . 对 于 情 
况 二 , 因 aÚ 恒 小 于 零 , 阻尼 力矩 反而 使 系统 变 为 不 稳定 . 对 于 情况 三 , 由 于 阻尼 力 
和 矩 不 影响 oo 的 符号 , 因此 不 可 能 对 系统 的 不 稳定 性 产生 任何 影响 . 可 归纳 出 以 下 
结论 : 

摆 性 力矩 单独 作用 下 的 稳定 系统 同时 增加 陀螺 力矩 和 阻尼 力矩 后 , 系统 变 为 渐 
近 稳 定 . 但 摆 性 力矩 单独 作用 下 的 不 稳定 系统 不 可 能 借 同时 增加 陀螺 力矩 和 阻尼 
力矩 来 改变 系统 的 不 稳定 性 . 

以 上 得 到 的 结论 属于 更 具 普遍 意义 的 凯 尔 文 - 泰 德 - 切 塔 耶 夫 定理 , 叙述 如 下 : 

如 保守 系统 的 平衡 是 稳定 的 ， 则 增加 陀螺 力 和 消散 力 后 , 平衡 的 稳定 性 不 变 ; 
如 增加 的 是 完全 消散 力 ， 则 稳定 平衡 变 为 渐 近 稳定 ， 如 保守 系统 的 平衡 是 不 稳定 
的 , 则 增加 陀螺 力 和 完全 消散 力 以 后 , 平衡 的 不 稳定 性 不 变 ”. 

如 在 方程 中 再 增加 径 向 力矩 , 则 特征 方程 的 系数 全 部 按 式 (7.2.4) EX. 只 要 正 
确 规定 径 向 力矩 的 作用 方向 以 保证 C1, C; 均 为 正 值 , 不 仅 情况 一 可 转 为 渐 近 稳定 ， 
而 且 若 以 下 条 件 同 时 满足 , 情况 二 也 能 转 为 渐 近 稳定 


H (O, + Ca) > Di |K2| + Do |Ki| (7.2.13) 
满足 以 下 条 件 时 情况 三 也 转 为 渐 近 稳定 
0:02 > IK, K| (7.2.14) 


可 见 与 阻尼 力矩 不 同 , 径 向 力矩 的 加 入 能 明显 提高 系统 的 稳定 度 , 且 能 使 原来 的 不 
稳定 系统 变 为 稳定 . 


7.2.2 ” 施 利克 消 摆 器 和 单轨 车 是 


线性 陀螺 系统 的 一 般 理论 指出 , 在 机 械 系 统 中 增加 陀螺 力矩 , 或 同时 增加 径 向 
力矩 , 可 提高 原来 稳定 系统 的 稳定 度 , 且 能 使 原来 的 不 稳定 系统 变 为 稳定 . 这 种 利 
用 陀螺 效应 直接 影响 机 械 系 统 运动 性 质 的 装置 称 为 陀螺 直接 稳定 器 .从 旋转 的 弹 
丸 到 现代 的 自 旋 卫星 都 是 陀螺 直接 稳定 器 . 

如 将 支架 视 为 稳定 对 象 , 则 万 向 支架 陀螺 仪 可 视 为 特殊 的 陀螺 直接 稳定 器 . 20 
世纪 初出 现 的 稳定 船舶 用 的 施 利克 消 摆 器 ( 见 图 7.7) 和 单轨 车 厢 ( 见 图 7.8) 是 两 种 
变相 的 万 向 支架 陀螺 摆 2. 它们 由 绕 纵 轴 转 动 的 船舶 或 车 而 , 以 及 安装 在 内 部 的 单 
自由 度 陀 螺 组 成 . 船舶 或 车 厢 相 当 于 外 环 , 陀螺 稳定 器 相当 于 内 环 组 合体 . 船舶 与 

O 山 尔 文 - 秦 德 - 切 塔 耶 夫 定理 中 力 的 概念 是 广义 的 , 其 中 的 力 实际 指 力矩 . 阻尼 力矩 属于 完全 消散 力 . 
关于 此 定理 的 严格 证 明和 详细 讨论 , 读者 可 参阅 麦 尔 金 M) 或 马 格 努 斯 的 著作 [3 . 

@ 1904 年 施 利克 (O. Shlick) 发 明 的 船舶 消 捍 器 是 最 早 的 陀 蛇 直 接 稳定 器 . 1909 年 布 伦 南 (L. 


Brennan) 在 英国 展示 利用 极 轴 水 平 的 双 陀螺 稳定 器 的 单轨 车 叮 ， 由 于 在 技术 和 经 济 方面 存在 的 缺陷 ,陀螺 
直接 稳定 的 单轨 车 朋 未 能 实际 用 于 交通 运输 
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车 厢 均 可 简化 为 复 摆 , 区 别 仅 在 于 前 者 的 质心 在 浮 心 的 下 方 , 而 后 者 的 质心 在 支点 

的 上 方 . 定义 4 和 K, 为 船舶 或 车 厢 绕 纵 轴 的 惯性 矩 和 摆 性 系数 , B 和 K, 为 单 自 

由 度 陀螺 绕 支架 转轴 的 惯性 矩 和 摆 性 系数 , 即 可 利用 方程 (7.2.1) 描述 施 利克 消 摆 
器 或 单轨 车 厢 的 运动 . 


图 7.7 施 利克 消 摆 器 


根据 前 面 的 分 析 , 要 使 稳定 器 产生 效果 , Ki K. 的 符号 必须 相同 . 因此 具有 下 
摆 性 的 船舶 必须 用 下 摆 性 陀螺 来 稳定 ， 具 有 上 摆 性 的 车 厢 必 须 用 上 摆 性 陀螺 来 稳 
定 . 由 于 陀螺 框架 轴承 内 难以 避免 摩擦 的 存在 , 根据 凯 尔 文 - 泰 特定 理 , 只 有 原来 稳 
定 的 船舶 能 利用 施 利克 消 摆 器 保持 渐 近 稳定 , 而 原来 不 稳定 的 单轨 车 厢 即 使 加 入 陀 
螺 力 矩 , 其 稳定 性 也 必 受 到 阻尼 力矩 的 破坏 . 因此 必须 在 单轨 车 月 的 陀螺 框架 轴 上 
安装 力矩 器 , 利用 复 摆 量 测 的 角度 信息 产生 径 向 修正 力矩 ( 见 图 7.8), 才能 使 单轨 
车 是 也 具有 渐 近 稳定 性 . 


7.2.3 ” 单 陀螺 稳定 器 


单 陀螺 稳定 器 为 一 种 特殊 的 二 自由 度 陀螺 , 安装 在 稳定 平台 上 . 平台 通过 随 动 
系统 跟踪 被 稳定 的 内 框架 位 置 . 与 上 述 陀螺 直接 稳定 器 不 同 , 稳定 作用 不 是 直接 利 
用 陀螺 力矩 , 而 是 借助 控制 系统 的 力矩 器 实现 . 单 陀螺 稳定 器 的 质心 与 支点 重合 ， 
内 、 外 环 转轴 上 均 装 有 测 角 器 和 力矩 器 ( 见 图 7.9). 稳定 器 的 控制 系统 保证 外 环 力 
拢 器 产生 与 内 环 偏 角 6 成 比例 的 力矩 , 内 环 力矩 器 产生 与 外 环 偏 角 a 成 比例 的 力 
BE, C1, C2 为 比例 系数 . 陀螺 的 动力 学 方程 与 径 向 修正 的 陀螺 垂直 仪 类 似 


Jë + D£ + Gi + Cz = RM (7.2.15) 


其 中 M' 是 由 外 环 轴 和 内 环 轴 干扰 力矩 Mi, M; 组 成 的 列 阵 . 
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图 7.9 单 陀螺 稳定 器 


先 假定 稳定 回路 断 开 , C = 0, 干扰 力矩 为 常 值 . 从 方程 (7.2.15) 解 出 &, 的 常 
TERI às, bs 
DM: - HM: , _ D.M: + HM: 

H? + D,D> 
陀螺 的 内 、 外 环 分 别 以 às, À, 为 角速度 匀速 转动 . 在 干扰 力矩 作用 下 陀螺 作 稳 态 进 
动 而 丧失 定 轴 性 . 

接 通 稳定 回路 后 , 在 同样 的 常 值 干扰 力矩 作用 下 , 方程 (7.2.15) 存在 a, 8 的 常 
值 特 解 as, 6, 


(7.2.16) 


ts = 


二 (7.2.17) 


此 常 值 偏 角 所 引起 的 控制 力矩 恰好 与 干扰 力矩 平衡 而 产生 印 载 作用 , 陀螺 的 内 、 外 
环 以 os, 6, 为 偏 角 保持 静止 . 尽管 存在 干扰 却 不 会 出 现 陀螺 漂移 . 
方程 (7.2.15) 对 应 的 特征 方程 具有 与 式 (7.2.3) 相同 的 形式 , 系数 co a1, oz 为 


az = H? + DiDs, az = H (Cı + C2), a4 = C102 (7.2.18) 


aoal 的 定义 与 (7.2.4) 相同 . RRA -AR ERAR, 仅 当 阻 尼 力矩 存在 时 方 能 保 
证 系统 的 渐 近 稳定 性 . 此 外 , 控制 回路 的 放大 系数 C1, Cz 必须 满足 以 下 限制 条 件 


2H? (AD: + BD.) 


Ci < ——— FA 
12 < TH?AB + (AD; + BD.) 


(7.2.19) 


此 结论 与 进 动 理论 不 一 致 . 因为 根据 进 动 理论 分 析 , 只 要 C1, C, 为 正 值 即 认为 渐 近 
稳定 . 可 见 直 接 稳 定 陀螺 必须 应 用 章 动 理论 分 析 方 能 得 出 正确 结论 . 
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7.2.4 ”四 陀螺 稳定 器 


上 述 单 陀螺 稳定 器 当 平台 绕 万 向 支架 的 外 环 轴 或 内 环 轴 转 动 时 , 转子 会 由 于 
定 轴 性 产生 相对 外 环 或 内 环 的 偏转 而 出 现 错误 信号 . 多 陀螺 稳定 器 可 避免 发 生 此 问 
题 , 以 3.5.4 节 中 叙述 的 由 4 只 陀螺 组 成 的 四 陀螺 稳定 器 为 例 . 

四 陀螺 稳定 器 的 结构 如 图 3.10 所 示 . 由 于 每 对 陀螺 G1, G 或 Gs, Ga 的 转动 
方向 相反 , 其 总 动量 矩 为 零 , 可 以 避免 出 现 上 述 载体 转动 引起 的 错误 信号 . 稳定 器 
的 内 、 外 环 轴 和 陀螺 框架 转轴 上 均 装 有 测 角 器 和 力矩 器 . 控制 系统 保证 沿 外 环 轴 的 
控制 力矩 与 陀螺 G1, G2 的 偏 角 y 成 比例 , 沿 内 环 轴 的 控制 力矩 与 Gs, G, 的 偏 角 5 
成 比例 . 对 陀螺 G1, G2 的 控制 力矩 与 外 环 偏 角 a 成 比例 , 对 Gs, G4 的 控制 力矩 与 
内 环 偏 角 6 成 比例 . 此 外 , 各 转轴 上 还 存在 与 相对 角速度 成 比例 的 阻尼 力矩 和 干扰 
力矩 . 各 控制 力矩 表示 为 


M; = -Dià + Ciy + M; (7.2.20a) 
M, = —Diñ — Oó + M; (7.2.20b) 
M; = -Dz — Coe + M£ (7.2.20c) 
Ms = -D28 + C2B + Mi (7.2.20d) 


其 中 Ca, O, 为 控制 回路 的 放大 系数 , D1, Da 为 阻尼 力矩 系数 ，M;, Mi, M, M$ 为 
干扰 力矩 
将 式 (7.2.20) 代入 四 陀螺 系统 的 动力 学 方程 (3.5.35), 划分 为 两 个 独立 的 方程 


组 
Ai&+Dia— Hy-C7y= M; (7.2.21a) 
Biy+ D> + Hë + Cza = M}, (7.2.21b) 
A28 + Dı + HŠ + Oó = M; (7.2.22a) 
B28 + Dà — HË — Cb = M; (7.2.22b) 


方程 组 (7.2.21) 和 (7.2.22) 可 用 统一 形式 的 矩阵 方程 (7.2.15) 表示 , 但 矩阵 符号 取 
不 同 的 定义 . 适用 于 方程 组 (7.2.21) 的 定义 为 


--(°). = A 0 ， D= Dı 0 
学 0 B 0 Dz 
a-(° -ofo -a w-[ 

H 0 C 0 M 


(7.2.23) 


. 172. 陀螺 力学 (第 二 版 ) 


对 于 方程 组 (7.2.22), 矩阵 符号 的 定义 改 为 


(eB _/4 0 _ [p ° 
(T ln A; a] 


s zy (7.2.24) 
a st) 
两 个 方程 组 的 特征 方程 均 与 (7.2.3) 相同 , 其 中 ao, a, 定义 为 
ao = AiBi, a = 4Da+BiDi (7.2.25) 
对 于 方程 组 (7.2.22), ao, al 改 为 
ao = 4a2B2，al = A2D2 + BaDi (7.2.26) 


其 余 系 数 均 与 式 (7.2.18) 相同 . 重复 与 单 陀螺 稳定 器 相同 的 分 析 , 导出 控制 回路 放 
大 系数 C1, C2 应 满足 的 限制 条 件 
2H? (4iDa + BiD!) 


——— 2 a G=1,) (7.2.27) 
4H2A,Bi + (AiD2 + BiD:) 


Ci2< 


7.3” 章 动 的 非 线性 理论 


7.3.1 ”自由 陀螺 章 动 的 定性 理论 


以 上 儿 述 的 线性 理论 仅 适 用 于 陀螺 的 小 偏 角 运动 . 对 于 陀螺 的 大 幅度 运动 , 不 
允许 忽略 动力 学 方程 中 的 非 线性 项 . 以 理想 化 的 自由 陀螺 为 例 , 设 基 座 静止 , 轴承 
无 摩擦, 转子 做 稳 态 运动 . 利用 陀螺 的 非 线性 动力 学 方程 (3.2.14), 令 其 中 力矩 项 为 
零 , 作为 自由 陀螺 的 精确 方程 


š [A (8) å + Hosin £) = 0 (7.3.18) 
BË- 34 (8) å? — Hoà cos p = 0 (7.3.1b) 

直接 积分 式 (7.3.1a), 得 到 
A(6)% + Hosin 8 = Hosin 8* (7.3.2) 


此 初 积分 是 与 循环 坐标 a 对 应 的 循环 积分 , 其 物理 意义 为 外 环 组 合体 相对 外 环 轴 
的 动量 矩 守恒 . 8* 为 积分 常数 , 设 初始 条 件 与 式 (7.1.8) 相同 , 导出 
A (bo) åo 

Ho 


sin 8* = sin fo + (7.3.3) 
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动量 矩 Ho 很 大 时 8" 与 Po 很 接近 . 不 失 一 般 性 , 假定 8* 在 (0, x/2) 区 间 内 , AR 
(7.3.2) 导出 


a Holsin s sinp) Pai 
为 不 致使 计算 过 繁 , 假定 陀螺 的 质量 几何 满足 以 下 条 件 
Ai +AnR-O = 0 (7.3.5) 


此 条 件 满足 时 4(B) = Ao + C1 成 为 常数 , B. A (8) = 0. 将 式 (7.3.5) 代入 方程 
(7.3.1b), $ y = $, 导出 内 环 组 合体 相对 外 环 转动 的 相 轨迹 方程 


dy _ 1⁄2 cos B (sin 8° — sin 8) 


(7.3.6) 
dp Y 
参数 " 即 式 (7.1.11) 定义 的 线性 理论 的 章 动 频率 
-bt 
“= 248 (7.3.7) 


方程 (7.3.6) 可 分 离 变 量 积 分 , 得 到 (8,y) 相 平面 内 以 ao 为 参 变量 的 相 轨 迹 曲线 族 
( 见 图 7.10) 
1⁄2 + 2 (sin 8* — sin 8)? = (2) à (7.3.8) 
此 方程 的 物理 意义 为 机 械 能 守恒 , 也 可 从 能 量 积分 直接 导出 . 
在 B 的 (-m/2,r/2) 区 间 内 , 方程 (7.3.6) 存在 以 下 奇 点 
S: Bs =b", y = 0 
S2: Ps =2/2, y=0 (7.3.9) 
S3: Bs =-7/2, y =0 
其 中 仅 S, 能 使 B 和 & 同时 为 零 , 对 应 于 陀螺 极 轴 的 平衡 位 置 . 其 余 两 个 奇 点 52,53 


仅 能 使 6 为 零 , 但 G 不 为 零 , 对 应 于 极 轴 与 外 环 轴 重 合 的 特殊 状态 . 
为 判断 各 奇 点 的 类 型 , 令 z = 8 — 6,, 导出 方程 (7.3.6) 在 奇 点 附近 的 一 次 近似 


式 w 
ar 
于 =- 衬 (7.3.10) 
常数 a 定义 为 
a= [(sin 8* — sin B,)sin ñ, + cos? Ba) (7.3.11) 
a 在 不 同 奇 点 处 取 不 同 的 值 


Sı: a= u cos? p" 
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S2: a=—v? (1-sinf*) (7.3.12) 
S3: a=? (1+sinp*) 


在 51 Bb a > 0, 奇 点 为 中 心 . 在 52,53 处 a < 0, 奇 点 为 鞍点 . 如 外 环 的 初始 角速度 
ao AE, 则 相 轨迹 缩 为 奇 点 Su, 极 轴 维 持 6 = Bo = PB* 的 初始 位 置 不 变 而 保持 陀 
螺 的 定 轴 性 : 如 冲击 引起 的 初始 角速度 ao 足够 微小 , 则 相 轨迹 为 包围 S, 的 封闭 
曲线 , 体现 为 线性 理论 中 的 章 动 现象 . 表现 出 极 轴 平 衡 位 置 在 小 冲击 作用 下 的 稳定 
性 . 随 着 冲击 作用 的 增强 , 封闭 相 轨迹 的 幅度 随 之 增 大 而 趋 近 于 过 奇 点 S, 的 分 隔 
线 . 如 ao 继续 增 大 , 则 陀螺 的 运动 形态 可 发 生 突变 , 极 轴 将 越过 外 环 轴 位 置 , 并 以 
外 环 轴 为 中 心 位 置 做 对 称 的 大 幅度 摆动 . 因此 在 大 冲击 作用 下 极 轴 平 衡 位 置 的 稳定 
性 完全 辫 失 . Go 再 继续 增 大 时 相 轨迹 趋 近 于 过 奇 点 53 的 分 隔 线 , 然后 运动 形态 又 
一 次 发 生 突变 , 内 环 组 合体 将 绕 内 环 轴 作 单方 向 回转 运动 ( 见 图 7.10). 


图 7.10 (8,y) 平面 内 的 相 轨迹 族 


当 相 点 沿 围绕 s, 的 封闭 轨迹 运动 时 , 它 与 8 轴 的 两 个 交点 0, 和 6, 可 从 方 
程 (7.3.8) 解 出 . 令 其 中 y = 0, 得 到 


sin Baz = sin 8* + = (7.3.13) 
fr 在 (0,x/2) 区 间 内 时 , 不 难 从 正弦 曲线 的 几何 性 质 判 断 出 
|82 — B*| > |8" 一 有 (7.3.14) 


图 7.11 是 根据 式 (7.3.4) 画 出 的 (6, ó) 函数 曲线 . 在 陀螺 章 动 过 程 中 , 当 8 在 [B1, 62] 
区 间 内 周期 变化 时 , 根据 不 等 式 (7.3.14) 可 以 预计 & 的 平均 值 不 会 等 于 零 . 从 而 判 
断 陀螺 章 动 时 外 环 平衡 位 置 的 不 确定 性 , 章 动 漂移 现象 即 由 此 而 产生 . 
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a ñ 


图 7.11 (6,ó) 函数 曲线 
直接 积分 方程 (7.3.8), 得 到 以 超 椭 贺 积分 表示 的 8 的 解 


(7.3.15) 


B 
t= 
人 (A/B) à — v2 (sin 8* — sin 8)? 
HERRAR (7.3.4), 再 积分 一 次 即 得 到 a 的 解析 形式 解 . 
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万 向 支架 支承 的 自由 陀螺 在 章 动 过 程 中 , 极 轴 的 平均 位 置 在 惯性 空间 中 缓慢 漂 
移 的 现象 可 在 实验 中 观测 到 , 但 无 法 用 线性 理论 作出 解释 . 1955 年 马 格 努 斯 和 随后 
的 古 德 斯 坦 用 近似 解析 方法 处 理 非 线性 的 陀螺 动力 学 方程 (7.3.1), 导出 自由 陀螺 的 
章 动 漂移 公式 , 称 为 马 格 努 斯 公式 . 在 推导 马 格 努 斯 公式 的 各 种 方法 中 , 本 节 采 用 
的 分 析 方法 较 简明 且 具 有 清晰 的 物理 意义 . 

将 线性 理论 作为 零 次 近似 , 极 轴 按 式 (7.1.10) 确定 的 规律 做 章 动 运动 . 极 轴 的 
运动 带动 万 向 支架 的 运动 , 作用 在 万 向 支架 上 的 约束 力矩 必须 保证 内 环 和 外 环 能 实 
现 这 种 确定 规律 的 运动 . 根据 内 环 轴承 的 约束 特点 , 外 环 作用 于 内 环 的 约束 力矩 L, 
必须 垂直 于 yo 轴 ( 见 图 7.12). 设 L: 相对 外 环 坐 标 系 (O — z1y1z1) 的 投影 式 为 


Lı = Lizoio + Lizoko (7.3.16) 


L, 的 反作用 力矩 -L 作用 于 外 环 , 其 垂直 于 外 环 轴 zo 的 分 量 — Lu, ko 与 载体 对 
外 环 的 约束 力矩 Li 相 平衡 , 沿 zo 轴 的 分 量 — L, to 则 影响 外 环 的 运动 . 设 载体 静 
dE, 且 外 部 作用 于 外 环 和 内 环 的 主动 力矩 Mo 和 Mi HAP, 列 出 外 环绕 zo 轴 的 
转动 方程 

Aot = -Lizo (7.3.17) 
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图 7.12 ”外 环 与 内 环 之 间 的 约束 力矩 


内 环 受 到 外 环 约束 力矩 L! 和 转子 约束 力矩 -La 的 共同 作用 . 转子 轴承 的 约束 特 
点 要 求 -Lz 与 极 轴 垂 直 , 因此 内 环 的 欧 拉 方 程 相对 z 轴 的 投影 式 必 不 受 转子 约束 
力矩 的 影响 


Cuwz + (Bi — A1) wzwy = Lazo sin 8 + Lizo cos 8 (7.3.18) 
将 式 (3.2.5), (7.3.18) 代入 (7.3.19), 得 到 
Lizo = (Ao +G) ëtan 8 + (Bi +01 — A)66 (7.3.19) 


在 式 (7.3.16) 所 示 L, 的 两 个 分 量 中 , 沿 zo 轴 的 分 量 方向 不 变 , 模 按 式 (7.3.17) 周 
期 性 变化 , 沿 zo 轴 的 分 量 则 不 仅 模 按 式 (7.3.19) 周期 性 变化 , 而 且 随 章 动 运动 而 不 
断 改变 在 惯性 空间 中 的 方向 . 将 L, 投影 到 惯性 坐标 系 (O — Ent), 保留 ao, p- ño 
及 其 导数 的 二 阶 微量 , 得 到 


Lı = — Aoié" — (Ao + C1) aä tan fon? + {(Ao+C1) [tan 2o + (8 — Po) sec? Po] & 
+(B1+ C1 — A1)oB} 6” (7.3.20) 


将 零 次 近似 的 章 动 规律 (7.1.10) RAER, 得 到 力矩 L, 的 一 次 近似 式 . 其 中 
包含 频率 为 v 和 2v 的 周期 分 量 和 常 值 分 量 . 只 讨论 L, 对 陀螺 进 动 规律 的 影响 时 ， 
由 于 高 频 交 变 的 力矩 分 量 对 陀螺 的 进 动 不 产 生 影 响 , 可 将 L, 各 项 以 每 个 章 动 周 期 
Ta = 2x/v 内 的 平均 值 代替 . 平均 化 后 得 到 的 力矩 常 值 项 沿 n 轴 方 向 


Tn 
(Li) = = f Lidt = zo + C1) å tan Bon? (1.3.21) 
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此 平均 力矩 经 过 轴承 传递 至 转子 , 引起 陀螺 漂移 , 由 于 是 章 动 引起 而 称 为 章 动 漂移 . 
将 上 式 代 入 进 动 方程 (3.2.25a) 右边 的 力矩 项 , 导出 的 漂移 率 公式 即 马 格 努 斯 公式 


— _ Q (Ao + C1) tan fo (7.3.22) 
2Ho cos ño 


以 上 分 析 解 释 了 万 向 支架 支承 的 自由 陀螺 在 章 动 过 程 中 , 出 现 极 轴 平 均 位 置 绕 
外 环 轴 缓 慢 进 动 的 现象 ( 见 图 7.13). 为 说 明 产 生 此 现象 的 物理 原因 , 观察 章 动 中 的 
陀螺 极点 轨迹 上 6 相同 但 a 为 最 大 和 最 小 值 的 两 个 点 Pi 和 P, ( 见 图 7.14), 在 这 
两 个 点 处 & 均等 于 零 但 & RG, 因此 Lu, 异 号 . 当 极 轴 位 置 从 P, 转移 到 P, 时 ， 
外 环 轴承 上 作用 的 约束 力矩 由 于 方向 改变 而 不 能 抵消 , 章 动 漂移 即 此 合力 矩 的 作用 
结果 . 由 此 可 见 , 万 向 支架 支承 的 自由 陀螺 并 非 完全 自由 、 


0 


图 7.13 章 动 漂移 图 7.14 章 动 漂移 的 物理 解释 


由 于 轴承 约束 力矩 是 为 克服 万 向 支架 的 惯性 而 产生 , 因此 章 动 漂移 率 与 内 、 外 
环 的 惯性 矩 41 和 C; 有 关 , 且 随 内 环 偏 角 bo 而 增 大 . 如 极 轴 与 外 环 轴 正 交 , Bo = 0, 
则 外 环 轴承 约束 力矩 的 平均 效应 为 零 而 不 可 能 引起 漂移 . 

如 将 力矩 L, 的 一 次 近似 式 代入 陀螺 章 动 方程 (3.2.20) 的 力矩 项 , 则 L, 中 存 
在 的 章 动 频率 周期 分 量 可 引起 振幅 随时 间 增 长 的 谐振 现象 , 从 而 出 现 非 线性 方程 近 
似 解 法 所 带 来 的 久 期 项 问题 . 仅 讨 论 L; 对 陀螺 进 动 的 影响 时 , 此 问题 暂 不 予 考虑 . 
在 第 9 章 关 于 挠 性 陀螺 章 动 问题 的 讨论 中 , 将 利用 双重 时 间 尺 度 解决 久 期 项 问题 . 


7.3.3 ”安装 误差 引起 的 陀螺 漂移 


章 动 漂移 现象 伴随 陀螺 的 章 动 存在 ， 当 实际 陀螺 仪 的 章 动 由 于 轴承 摩擦 而 误 
减 时 ， 章 动 漂移 现象 必 随 之 消失 . 如 章 动 衰减 后 陀螺 仍 存在 漂移 ， 必 由 其 它 物 理 
原因 引起 .安装 误差 造成 的 转子 旋转 轴 与 惯性 主轴 不 重合 是 产生 持续 漂移 的 原因 


.178 . 陀螺 力学 (第 二 版 ) 


定义 zn 轴 为 转子 的 极 惯性 主轴 , zh 轴 为 转子 的 旋转 轴 , < 为 za 与 zh 二 轴 之 
闻 的 误差 角 . 坐标 系 (O - znunzn) 和 (O — zRyRzh) 均 与 转子 固定 , 前 者 为 主轴 坐 
标 系 . za 和 zh 轴 均 被 包含 在 (za, za) 平面 内 ( 见 图 7.15). 各 坐标 系 之 间 的 关系 为 
a B 
(O=) 一 (O-— zoyozo) 一 (O-zyz) 
£, To voy 


° E 
一 (O-zRWR2R) — (O-zrryrzR) 
Z, ZR YR YR 


图 7.15 旋转 轴 对 惯性 主轴 的 偏离 


设 载体 静止, 转子 稳 态 旋转 , 存在 初 积分 (3.2.12). 只 保留 误差 角 < 的 一 次 项 ， 
计算 式 (3.2.4c) 表 示 的 转子 角速度 on 相对 主轴 坐标 系 (0 一 zryzR) 的 投影 , 得 到 


wz 一 GcosBcosp 十 sinp — swo 


wRy = —Gcos sine + Åcosp, wrz= $ =w (523) 
转子 对 O 点 的 动量 矩 Ha 为 
Ha = An (wRziR + wrzjr) + CRwRzkR (7.3.24) 


变换 到 (O — zyz) 坐标 系 , 得 到 


HR = [Anë cos + € (Ca — Ar) wo cos ç] š 
+ [Anp +e (Cr — AR)wosin e] j+ Hok (7.3.25) 
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其 中 Ho = Cawo. 将 上 式 代替 (3.2.6c), 建立 陀螺 极 轴 在 a = 0, 8 = Po 附近 的 线性 
化 动力 学 方程 . 设 o 的 初 值 为 零 , 令 p = wot, 得 到 

Aë + HP = e (Ca — An) cos o sin wot (7.3.26a) 

BB — Hå = —e (Ca — Ar) w8 cos wot (7.3.26b) 

此 方程 组 的 齐 次 一 般 解 表示 的 自由 振动 , 即 频 率 为 的 章 动 可 因 实 际 存在 的 


阻尼 而 衰减 . 仅 须 考虑 其 受 迫 振动 特 解 
o = S oso (Ca — An) (Ca + B) 


OoompB AB Sint We 
oih 
= 2 
PEP Se 和 全 cout (7.3.27b) 
R 


仍 使 用 逐次 近似 方法 , 以 线性 方程 的 解 (7.3.27) 作为 零 次 近似 , RAR (7.3.20) 计 
算 轴 承 约束 力矩 L, 的 一 次 近似 式 , 且 在 转子 自转 周期 To = 2r/wo 内 平均 化 . 计算 
时 保留 二 阶 微量 , 得 到 


1 fm 
L)= 去 Lidt 
(n) To | k 


Cr — An) (Ca + B) |? 
a H Uat | n? (7.3.28) 
将 上 式 代 入 进 动 方程 (3.2.25a) 的 力矩 项 , 导出 陀螺 的 漂移 率 公式 
_ _ (4o + C1) w tan o [EA Ca — Ar) (Cr + B)]° 
g 2Ho cos Bo CÌ cos? bo — AB 
漂移 率 随 误差 角 = 和 转速 wo 增 大 而 上 升 , 转子 为 球 对 称 时 , Cr = An, 或 极 轴 垂 直 
于 外 环 轴 时 , fo = 0, 均 不 产生 漂移 . 自转 频率 wo 愈 接近 于 章 动 频率 v, 即 Ca cos po 
愈 接近 于 VAB 时 , 陀螺 愈 接近 谐振 状态 , 漂移 现象 愈 严重 . 
7.3.4 ”载体 转动 引起 的 陀螺 漂移 
载体 绕 陀螺 支点 O 做 角 运动 时 , 即使 轴承 为 无 摩擦 的 理想 约束 , 仍 可 能 使 万 向 
支架 支承 的 自由 陀螺 产生 漂移 . 与 章 动 漂移 类 似 , 这 种 现象 也 来 源 于 为 克服 万 向 支 
架 惯性 而 产生 的 外 环 轴承 约束 力矩 . 
设 载体 坐标 系 (O — &nC) 相对 惯性 空间 的 角速度 Q 的 投影 式 为 


A = YEP + Qn + Ne? (7.3.30) 
考虑 此 牵连 运动 , 外 环 角速度 wo 相对 (O — zoyozo) 轴 系 的 投影 为 


= $ (Ao + 01) u tan fo | 


(7.3.29) 


woz = å + Ng 
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Woy = h cosa + Sh sina (7.3.31) 
woz = — ah sin a + fk cosa 
内 环 角 速度 w 相对 (O — zyz) 轴 系 的 投影 为 
wz = Woz COS Ê — woz Sin 8 
wy = woy +Ê (7.3.32) 
ws = woz Sin f + woz cos 8 
陀螺 的 章 动 衰减 后 , 极 轴 接 近 于 保持 在 惯性 空间 中 的 指向 不 变 . 使 用 逐次 近似 
方法 , 以 陀螺 的 定 轴 性 作为 零 次 近似 ， 先 令 上 式 中 ws = wy = 0, AR (7.3.31)， 
(7.3.32) 导出 
à = —f — (Mh sina — Sk cosa) tan 8 (7.3.33a) 
È = -n cosa — Qç sina (7.3.33b) 


在 外 环 约束 力矩 L, 的 作用 下 , 内 环 相对 z 轴 的 欧 拉 方程 与 式 (7.3.18) 完全 相同 . 
外 环 相对 zo 轴 的 欧 拉 方 程 中 必须 考虑 载体 的 牵连 转动 , R (7.3.17) 应 改 为 


4owoz + (Co — Bo) woywoz = —Lizo (7.3.34) 


约束 力矩 L, 与 极 轴 垂 直 的 分 量 是 引起 陀螺 漂移 的 物理 原因 . 利用 式 (7.3.34) 和 
(7.3.18) 将 L, fE zo, yo 轴 上 的 投影 变换 到 z, y 轴 , 得 到 


Liz = —[Aotoz + (Co — Bo) wovwoz] sec 8 —[Ci; +(Bi — Ai) wzwy] tan 8 
Li =0 


对 于 确定 规律 的 O, (t), Q, (t) , 2 (t), 积分 一 阶 非 线 性 方程 组 (7.3.33), 得 到 o (t), 
A (t) 的 零 次 近似 解 , 代入 式 (7.3.31), (7.3.32) 计算 内 外 环 角速度 , 再 代入 式 (7.3.35) 
导出 轴承 约束 力矩 L, 和 相应 的 陀螺 漂移 率 . 先 讨论 几 种 特殊 情况 : 

1) 载体 绕 外 环 轴 转动 


(7.3.35) 


0, = 9, Q,= 0 =0 (7.3.36) 
将 上 式 代 入 (7.3.33), (7.3.31), (7.3.32), (7.3.35) 等 式 , 得 到 


G=-2， 68=0 
woz = Woy = woz = 0 (7.3.37) 
Wr = Qy =w: =0, Liz = 0 
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载体 绕 外 环 轴 的 转动 对 陀螺 全 无 影响 , 不 引起 陀螺 漂移 . 


2) 载体 绕 内 环 轴 转 动 
fe =0, ñ, = cosa, (k = sine (7.3.38) 
重复 以 上 计算 , 得 到 
&é=0, p=- 
Wor = woz = 0, woy = N (7.3.39) 


ws = uy =u, =0, Liz = 0 
外 环 随 载体 一 同 绕 内 环 轴 转 动 , 但 对 内 环 组 合体 无 影响 , 也 不 引起 陀螺 漂移 . 
3) 载体 绕 转子 极 轴 转 动 
fk = Nsinp, R, = —f sina cos8, Ng = N cosacos 8 (7.3.40) 
计算 结果 为 
ca=0 B= 0 
woz = f) sin 8, woy = 0, woz = N cos 8 (7.3.41) 
wz =wy=0, o, = ñ w: 
Liz = — (Ao +01) È tan 8 
载体 带动 外 环 和 内 环 一 同 绕 转子 极 轴 转 动 , 与 载体 角 加 速度 有 关 的 轴承 约束 力矩 可 
引起 陀螺 漂移 . 将 L1s 作为 方程 (3.2.25b) 的 力矩 项 , 导出 漂移 率 
» _ _ (Ao + O)) Q tan 8 
B= C surdu ` 
载体 匀速 转动 时 漂移 率 为 零 , 载体 做 角 振动 时 漂移 率 的 平均 值 为 零 . 
再 讨论 载体 绕 确定 轴 ! 做 微 幅 角 振动 的 一 般 情 形 . 考虑 到 载体 绕 外 环 轴 的 转 
动 完全 不 影响 陀螺 的 运动 , 不 失 一 般 性 , 假定 1! 轴 在 垂直 于 外 环 轴 的 (5) 平面 内 
与 5 轴 的 夹 角 为 y, 角 振动 的 振幅 和 角 频 率 为 ó Tü c, + 
fk = 0, = Bosinycosot, fe = Bocosycosot (7.3.43) 
设 陀 螺 极 轴 在 a = 0, 8 = fo 位 置 附近 运动 , 将 式 (7.3.42) 代入 式 (7.3.33), 保留 
a, B 一 po 和 5 的 一 阶 微量 , 积分 得 到 
e = Stanfocosysinot, 8 = fo — $sinysinot (7.3.44) 
以 (7.3.43), (7.3.44) 为 零 次 近似 , 代入 式 (7.3.35) 计算 力矩 L, 保留 二 阶 微量 , 且 在 
每 个 振动 周期 T = 2r/c 内 平均 化 , 得 到 


1 T 
(Liz) = 到 人 Lizdt 


1 
= — 4 o? sec Po sin 2y (Ao tan? Po + C) sec? Bo + Co — Bo) (7.3.45) 


(7.3.42) 
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代入 进 动 方程 (3.2.25b) WHEN, 导出 陀螺 的 漂移 率 

有 2o2sin 2y 
— 4Ho cos? ño 
与 外 环 偏转 的 章 动 漂移 现象 不 同 , 载体 角 振 动 引 起 内 环 的 缓慢 偏转 . 载体 绕 n 轴 或 
《 轴 做 角 振 动 时 , y = 0 或 x/2, 漂移 率 为 零 . y = /4 时 漂移 率 有 最 大 值 . 对 于 极 轴 
与 外 环 轴 垂 直 的 特殊 情形 , fo = 0, 式 (7.3.46) 简化 为 


_ $2o2 sin 2y (C1 + Co — Bo) 
4Ho 


ñ = (Ao tan? Bo + C1 sec? Bo + Co — Bo) (7.3.46) 


= (7.3.47) 
如 万 向 支架 的 质量 几何 恰好 满足 C, + Co — Bo = 0, 则 载体 角 振动 引起 的 漂移 自行 
消除 . 


7.4 弹性 变形 问题 


7.4.1 ” 带 弹 性 支架 的 陀螺 动力 学 方程 


沿用 4.3 节 对 于 万 向 支架 弹性 变形 的 处 理 方法 , 假定 弹性 变形 集中 由 忽略 质量 
的 内 环 轴 和 外 环 轴 体 现 . 设 基 座 (O — nú) 绕 £ 轴 转 过 a 角 为 弹性 变形 前 的 外 环 
坐标 系 (O — zubz0); 由 于 外 环 轴 的 弹性 变形 , (O — zu) 绕 Ww 轴 转 过 y 角 为 外 
环 坐 标 系 的 实际 位 置 (O - zot/ozo); 设 (O — zoyozo) Ë yo 轴 转 过 8 角 为 弹性 变形 前 
的 内 环 坐 标 系 (O — z'yz'), 由 于 内 环 轴 的 弹性 变形 , (O — z'y'z') 绕 z' 轴 转 过 4 角 
A (O — zz”), 绕 z” 轴 转 过 y 角 为 内 环 坐 标 系 的 实际 位 置 (O — zyz); (O — ryz) 
绕 z 轴 转 动 o 角 后 为 转子 坐标 系 (O — zaynzn) ( 见 图 7.16). 由 于 刚体 转动 已 由 a 
和 6 体现 , 无 限 小 转动 h0, y 中 不 包含 刚体 转动 成 分 . y 转动 只 能 由 外 环 轴 的 反对 
称 弯曲 变形 实现 , 3 转动 只 能 由 内 环 轴 的 反对 称 弯曲 变形 实现 , 绕 极 轴 的 y 转动 可 
由 内 环 轴 也 可 由 外 环 轴 的 弯曲 变形 产生 . 此 处 为 简化 分 析 , 认为 仅 由 内 环 轴 的 反对 
称 弯曲 变形 实现 . 各 坐标 系 之 间 的 关系 为 


a Y 8 
(O-ém) 一 (0-20%%) 一 (O-zoz) 一 (O-x'y'z') 
£, 2o Yo» Yo woy’ 
5 w p 
— (O-z"y"z") — (O-zuz) 一 (0 一 zaynzn) 


I r 


z, z z 


1 名 ZZR 
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图 7.16 ”考虑 支架 变形 的 参考 坐标 系 


万 向 支架 的 弹性 变形 使 陀螺 极 轴 增 加 3 个 转动 自由 度 . 除 6 在 平衡 位 置 Bo 附 
近 为 有 限 值 以 外 , 其 他 角度 坐标 均 为 小 量 , 仅 保留 其 一 次 项 . 外 环 坐 标 系 (O 一 zoyozo) 
相对 (O — EnG) 以 及 内 环 坐 标 系 (O 一 zyz) 相对 (O — zoyozo) 的 方向 余弦 矩阵 分 别 


1 0 % 
Ce =| 0 1 -a (7.4.1) 
— a 1 
cos Vsing —ycosß sinf 
cs = 了 £ —0 (7.4.2) 
—sin8 Vcosf+ysinf cosf 


外 环 角速度 wo 由 沿 zo 轴 和 yo 轴 的 投影 K # Y HAR, 内 环 角速度 w 在 (O — zyz) 
中 的 投影 we, wy, wz 为 


wz = ë cos b + Š, wy =+, ws = %sin8 +} (7.4.3) 

基 座 静止 时 各 部 件 的 动量 矩 为 
外 环 : Ho = 4odio + Bojo (7.4.4a) 
内 环 : Hı = Avozi + Biwyj + Ciwzk (7.4.4b) 


转子 : Ha = Ar (wzi + wyj) + Cn (wz + @)k (7.4.4c) 
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设 陀螺 除 约束 力矩 以 外 无 其 他 外 力矩 作用 . 转子 稳 态 旋转 , 存在 初 积分 (3.2.17). 为 
避免 计算 过 繁 , 设 内 、 外 环 相 对 z 轴 或 zo 轴 对 称 , Ao = Bo, A, = Bi, HWER 
(7.3.5) 的 简化 条 件 , A1 + An - C1 = 0. 则 内 环 组 合体 和 外 环 组 合体 的 动量 矩 为 


Hı+Hr=B [(eses 8 +) i+ (ë+) i] +[Ci (åsinp +4) + Hoļk (7.4.5) 


Ho + Hı + Ha = |A& + B (cosp + ysin 8) + Hosing|i “6 
+ (B+ 好) 了 + (HocosB — Cidsing)k i 
其 中 
A=Ao+C1, B= Bi+AR= A+ AnR= Ci, Ho= Crw (1.4.7) 


$ H = Hocos po, 列 出 外 环 组 合体 相对 zo 轴 , 和 内 环 组 合体 相对 y 轴 的 线性 化 欧 
拉 方 程 


Aë + B (Š cos B + 3 sin 8) +B (ó+) =0 (7.4.8a) 
B (8 + g) — Hå — Ho = 0 (7.4.8b) 


载体 对 外 环 组 合体 的 约束 力矩 Lo 垂直 于 外 环 轴承 中 心 线 z 轴 , 沿 yo 轴 负 方 
向 且 与 弹性 转角 y 成 比例 ( 见 图 7.17(a)). 设 内 环 和 外 环 有 相同 的 抗 弯 刚 度 K, Lo 
在 (o es Zoyoz0) 中 的 投影 为 


Lozo =0, Loy = —Kw, Loz = 0 (7.4.9) 


外 环 对 内 环 的 约束 力矩 L, 垂直 于 内 环 轴承 中 心 线 yo 轴 , 沿 z' 轴 和 z 轴 的 分 量 
分 别 与 弹性 转角 6 和 7 成 比例 ( 见 图 7.17(b))， 仅 保留 9.7 的 一 阶 微量 ，Zi 在 
(O — zyz) 中 的 投影 为 


Liz = —Kó, Liy = 0, Lu = 一 KT (7.4.10) 
变换 到 (O — zoyozo) 轴 系 , 得 到 
Taza = —K (8cos 8 + ysin p) 


Liw = 0 (7.4.11) 
Liz = K (vsin 8 — y cos 8) 
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图 7.17 内 外 环 转轴 的 弹性 变形 


列 出 外 环 在 约束 力矩 Ze A-L, 作用 下 相对 zo 轴 和 yo 轴 , 和 内 环 在 约束 力矩 L 
作用 下 相对 z 轴 的 线性 化 欧 拉 方 程 


Aoë — K (V cos B + ysin 8) = 0 (7.4.12a) 
Bý + KyY=0 (7.4.12b) 
B(ësin8 +3) + Ky = 0 (7.4.12c) 


封闭 的 动力 学 方程 组 (7.4.8),(7.4.12) 确定 5 个 未 知 变量 : a p, Y,D, y- 
7.4.2 ”支架 弹性 对 章 动 频率 的 影响 


上 述 动力 学 方程 组 中 解 耦 的 方程 (7.4.12b) 可 独立 确定 外 环绕 yo 轴 的 运动 规 
律 
$ + k2p-= 0 (7.4.13) 


表明 外 环绕 yo 轴 做 角 频 率 为 ki 的 自由 振动 


k = £ (7.4.14) 
设 各 变量 的 初始 条 件 为 


a (0) =0, 8(0) = ñ, ë (0) = åo, É (0) =0 
% (0) = ó (0) = y (0) = 0, ú (0) = ó (0) = + (0) = 0 


作 以 下 变量 置换 
ñ = ys. p= V3v (7.4.16) 
从 方程 (7.4.8b) 可 导出 初 积分 
Åi + jj = v (a + sec fov) (7.4.17) 


(7.4.15) 
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其 中 v 为 绝对 刚性 陀螺 的 章 动 频率 
H 


v= 738 (7.4.18) 
将 上 式 代 入 方程 (7.4.8a), 考虑 式 (7.4.7), 略 去 加 7,B — ño 的 二 阶 以 上 小 量 , 化 作 
pä + cos Boð + sin oğ + pr? (a + sec boð) = 0 (7.4.19a) 
将 方程 (7.4.12a), (7.4.12c) 写作 
(p — 1) ë — k? (cos Bo + sin oy) = 0 (7.4.19b) 
sinä + % + k?y = 0 (7.4.19c) 


其 中 为 内 环绕 极 轴 扭 转 振动 的 固有 角 频 率 , p AREER 


[K A 
k= T’ p= 本 (7.4.20) 


封闭 的 方程 组 (7.4.19) 确定 3 个 未 知 变 量 : a, 3,y. 将 此 方程 组 的 特征 值 写作 tw, 
w 为 弹性 支承 陀螺 的 固有 频率 . 定义 量 纲 为 一 的 参数 s 和 上 


j 
j= (F, p= (£) (7.4.21) 
则 方程 组 (7.4.19) 的 特征 方程 写作 
aos3 + a18? + a28 + as = 0 (7.4.22) 
其 中 
ao 一 pp 一 1 
aı = —u (2p — 1) — p (p — 1)sec2 po 
as = bp (s Loss) (7.4.23) 
as = 一 PH2 
s 可 能 存在 的 3 个 正 实 根 s, (i = 1, 2,3) 对 应 于 陀螺 的 3 个 固有 频率 w;=vV5(i = 1, 
2,3). 


如 万 向 支架 虽 有 弹性 但 仍 足 够 刚 硬 , > 1, 将 方程 (7.4.22) 各 项 除 以 2, 以 
e= 为 小 参数 , 略 去 < 的 二 阶 以 上 微量 , 简化 为 


(2p—l)es2—p(1+=pse2 bo) s +p = 0 (7.4.24) 


如 支架 绝对 刚 硬 , 则 = = 0, 解 出 s = 1, 即 w = v, 陀螺 的 固有 角 频 率 等 于 绝对 刚 硬 
支架 的 章 动 频率 . 一 般 情况 下 , 方程 (7.4.23) 的 两 个 根 中 存在 一 个 与 1 接近 的 根 s1 


s1=1— (1—2p+p?sec? bo) p le (7.4.25) 
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在 lol < r/2 范围 内 , 上 式 中 的 括号 为 正 


值 . 证 明 如 下 - 


1 — 2p + p? sec? po > (1 — psec po)? > 
(7.4.26) 

s 所 对 应 的 固有 频率 o, = vys 即 受 
框架 弹性 影响 的 自由 陀螺 章 动 频率 . 式 
(7.4.25) 表明 , 考虑 支架 弹性 时 sı < 1, 即 
w < v. HT: e 为 陀螺 转速 的 增 函 数 , 实 
践 中 观察 到 的 自由 陀螺 章 动 频率 随 转 速 
升 高 而 降低 的 现象 可 由 此 得 到 解释 ( 见 图 


0 


o 
图 7.18 陀螺 章 动 频率 与 转速 的 关系 


7.18). 
除 章 动 频率 以 外 ， 陀 螺 还 存在 与 弹性 扭 振 频率 k 接近 的 固有 频率 . 设 方程 
(7.4.22) 的 另 两 个 根 sz,s 与 上 同 数量 级 , 写作 级 数 形式 


82,3 = H (lo + he +l? +--+) (7.4.27) 


E719 陀螺 国有 频率 o, 随 刚度 系数 
.4 的 变化 曲线 


将 上 式 代入 方程 (7.4.22), 依次 令 u 的 自 高 至 
低 的 各 次 宕 系数 为 零 , 解 出 loh, 等 系数 ， 
得 到 82,3 的 近似 式 


s2 = u [1 + (ptan? Ao) e +-+] 
(7.4.28) 
E 十 … ] 


此 近似 式 当 刚度 系数 a 足够 大 时 成 立 ， 刚 
度 无 限 增 大 时 令 < = 0, 则 w = vys 接 
近 内 环绕 极 轴 扭 转 振动 固有 频率 VK/C1, 考 
E O, = A + An 条件 , wz 也 是 内 环 组 合 
体 绕 外 环 轴 扭 转 振动 固有 频率 , w3 = v./ss 
接近 VKAJAoC1. 图 7.19 为 三 种 固有 频率 
wi (i = 1,2,3) 随 刚度 系数 u 变化 的 示意 图 . 
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万 向 支架 并 非 陀 螺 仪 唯一 的 支承 方式 . 1852 年 傅 科 展示 的 第 一 台 陀 螺 仅 采用 
的 悬 线 支承 以 及 1909 年 斯 佩 里 陀螺 罗 经 采用 的 钢丝 悬挂 支承 均 不 同 于 万 向 支架 . 
20 世纪 60 年 代 中 期 出 现 的 搁 性 支承 可 视 为 上 述 支承 方式 的 演变 . 挠 性 支承 利用 柔 
软 的 捏 杆 代替 悬 线 或 钢丝 以 减 小 捏 矩 . 与 轴承 约束 比较 , 可 以 完全 免除 轴承 摩擦 问 
题 . 虽然 捏 杆 的 弹性 扭矩 成 为 新 干扰 源 , 但 与 随机 性 的 轴承 摩擦 相 比 , 有 规律 可 循 
的 弹性 扭矩 可 采用 各 种 措施 予以 补偿 . 动力 调谐 陀螺 是 具有 实际 意义 的 挠 性 支承 陀 
螺 . 支承 系统 的 结构 与 万 向 接头 类 似 , 但 各 部 件 的 连接 顺序 及 力矩 传递 链 均 与 万 向 
支架 相反 , 转子 置 于 内 环 之 外 , 通过 内 环 支 承 在 驱动 杆 上 . 所 有 的 轴承 约束 均 被 说 
性 捏 杆 代替 . 陀螺 运转 时 所 有 部 件 均 参 与 高 速 旋转 ,内 环 在 旋转 中 产生 的 惯性 力矩 
5 34 66 Bit 2346 MA, 适当 调整 转速 可 使 二 者 完全 抵消 . 这 种 独特 支承 方式 
的 动力 学 原理 区 别 于 传统 的 框架 陀螺 . 本 章 叙 述 动力 调谐 陀螺 的 进 动 理论 和 章 动 理 
论 , 包括 多 环 调谐 陀螺 和 非 理 想 调谐 陀螺 的 动力 学 问题 和 章 动 漂移 问题 , 由 于 驱动 
轴 与 转子 极 轴 不 一 致 而 出 现 的 转子 极 轴 向 驱动 轴 跟 踪 的 现象 以 及 由 载体 二 倍 旋转 
频率 振动 激发 的 陀螺 漂移 和 正 交 摆 性 现象 为 动力 调谐 陀螺 特有 的 力学 现象 . 


8.1 挠 性 陀螺 的 特点 


8.1.1 ” 挠 性 扭 杆 约束 


采用 挠 性 扭 杆 约束 的 陀螺 称 为 挠 性 陀螺 . 扭 杆 约束 有 以 下 特点 : 
1) 扭 杆 有 极 大 的 抗 弯 刚 度 , € 
alle 对 于 被 支承 刚体 绕 垂直 于 扭 杆 轴 的 
微小 转动 足够 刚 硬 ， 可 以 传递 与 扭 
杆 轴 垂直 的 平面 内 任意 方向 的 约束 
HHE; 
š 2) 扭 杆 的 抗 扭 刚 度 极 小 ,被 支 
轴承 约束 扭 本 约束 承 刚 体 绕 扭 杆 轴 在 小 范围 内 有 一 个 
图 8.1 ”轴承 约束 与 扭 村 约束 转动 自由 度 , 但 同时 受到 来 自 扭 杆 
的 弹性 约束 作用 . 
第 一 个 特点 与 轴承 约束 的 作用 相同 , 第 二 个 特点 则 体现 挠 性 扭 杆 约束 与 轴承 约 
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束 之 间 的 重要 区 别 : 当 被 约束 的 刚体 转动 时 , 扭 杆 约束 产生 与 转角 成 比例 的 弹性 扭 
和 矩 , 代替 了 轴承 约束 的 摩擦 力矩 ( 见 图 8.1). 


8.1.2 万 向 接头 支承 
挠 性 陀螺 采用 万 向 接头 支承 ( 见 图 8.2) °, 这 种 特殊 的 支承 方式 有 以 下 特点 : 
Ça 


W82 找 性 陀螺 的 万 向 接头 支承 


1) 转子 Bo 置 于 内 环 B, 之 外 , 通过 内 环 支承 在 驱动 杆 Bo 上 . 所 有 的 轴承 约 
东 均 被 挠 性 扭 杆 代替 . 各 部 件 的 连接 顺序 与 万 向 支架 相反 . 

2) 力矩 传递 链 如 图 8.3 所 示 . 载体 对 驱动 杆 施 加 驱动 力矩 Lo, 驱动 杆 通过 内 
扭 杆 的 扭矩 和 法 向 约束 力矩 L 支承 内 环 , 内 环 通过 外 扭 杆 的 扭矩 和 法 向 约束 力矩 
Lo 支承 转子 .Mi (i = 0,1,2) 为 系统 外 部 作用 于 驱动 杆 、 内 环 和 转子 的 力矩 . 


M M, M, 


图 8.3 ” 找 性 陀螺 的 力矩 传递 链 


3) 陀螺 运转 时 所 有 部 件 都 参与 高 速 旋转 , 所 有 部 件 的 质量 均 不 允许 忽略 . 力矩 
Li 和 La 均 随 内 环 的 运动 而 迅速 改变 方向 . 
4) 当 转 子 极 轴 偏离 驱动 轴 且 保持 定 轴 性 时 , 质量 远 小 于 转子 的 内 环 被 迫 做 一 


O 万 向 接头 在 文献 中 亦 称 为 虎 克 (Hooke) 锐 . 它 与 万 向 支架 的 结构 形式 类 似 , 但 支架 的 排列 次 序 相 
K, 即 外 侧 与 转子 连接 而 内 侧 与 基 座 连接 . 
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种 特殊 的 扭 摆 运动 . 所 产生 的 惯性 力矩 与 扭 杆 作用 于 转子 的 弹性 扭矩 方向 相反 , 适 
当 调整 转速 可 使 二 者 完全 抵消 . 这 种 起 特殊 作用 的 内 环 也 称 为 平衡 环 . 


82 单 自由 度 挠 性 陀螺 


8.2.1 ”动力 学 方程 


单 自由 度 挠 性 陀螺 无 内 环 , 轴 对 称 的 转子 Bl 由 一 对 挠 性 扭 杆 直接 支承 在 驱动 

杆 Bo 上 ( 见 图 8.4). 扭 杆 轴 与 驱动 轴 的 交点 O 为 陀螺 的 支承 中 心 . 以 O 为 原点 建 
立 以 下 坐标 系 : (O — En) 固 结 于 载体 , ¢ 轴 沿 陀螺 的 驱动 轴 . (O 一 zoyozo) 固 结 于 驱 
动 杆 , zo 轴 与 《 轴 重 合 , zo 轴 为 扭 杆 轴 , 如 驱动 杆 以 稳 态 角速度 wo 匀速 旋转 上 且 初 
始 时 zo 轴 与 上 轴 重 合 , 则 (O 一 zoyozo) X (O -énm0) 绕 ¢ 轴 转 过 wot 角 后 的 位 置 . 
(O — zoyozo) 绕 扭 杆 轴 zo 转 过 微小 角度 y 后 的 位 置 为 转子 坐标 系 (O — zayazn)， 
路 去 下 标记 作 (O - syz), z 轴 为 转子 极 轴 ( 见 图 8.5)， 各 坐标 系 之 间 的 关系 表 
示 为 

wot 7 

(0-ém) — (O-— zoyoz0) — (O - zyz) 
Ç, zo Zo, T 


仅 保留 y 的 一 次 项 时 , (O — zyz) 与 (O — Eng) 之 间 的 方向 余弦 矩阵 为 


coswot sinwot 0 
c$ =] 一 sinwot coswot 7 (8.2.1) 


Tsinwot —ycoswot 1 


图 8.4 单 自由 度 挠 性 陀螺 图 8.5 单 自由 度 挠 性 陀螺 的 参考 坐标 系 
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设 载体 绕 (€, n) 平面 内 与 n 轴 夹 角 为 ó 的 任意 轴 X 以 角速度 Q 转动 . 忽略 
地 球 自转 影响 , (O — zyz) 的 角速度 矢量 w 在 (O — zyz) 轴 系 中 的 投影 为 


wz = Y + N sin (wot + ó) (8.2.2a) 
wy = wo + f) cos (wot + ġ) (8.2.2b) 
wz = wo — Ny cos (wot + ó) (8.2.2c) 


转速 足够 高 时 , 略 去 (8.2.2c) 右边 第 二 项 , 认为 w 与 wo 相等 . 将 转子 的 赤道 惯性 
矩 和 极 惯性 矩 记 作 41, C1, 则 转子 相对 O 点 的 动量 矩 的 投影 式 为 


H, = Ai (wzi + wyj) + Ciwzk (8.2.3) 


设 K 为 扭 杆 的 抗 扭 刚度 系数 , D 为 扭 杆 材料 内 摩擦 引 起 的 阻尼 力矩 系数 , 则 扭 杆 
对 转子 的 约束 力矩 L, 沿 z 轴 的 分 量 L 为 扭 角 y 及 其 导数 的 确定 函数 


Liz = -K7 - D} (8.2.4) 


将 (8.2.2), (8.2.3), (8.2.4) 等 式 代入 转子 的 欧 拉 方程 沿 轴 的 投影 式 (2.2.32a), 得 
到 y 的 线性 化 微分 方程 


3 + 2Çk% + k?y = —AMwoN cos (wot + $) — f sin (wot + $) (8.2.5) 
其 中 
_ |K+( A -A)a2 , D _ 
k= n ' C= TAR à= Ai (8.2.6) 
8.2.2 ”速率 陀螺 


载体 静止 时 Q 和 0 均 为 零 , 方程 (8.2.5) 为 齐 次 方程 , 转子 绕 扭 杆 轴 做 衰减 的 
自由 振动 . 载体 匀速 转动 时 o 为 常 值 , 方程 (8.2.5) 的 受 迫 振动 特 解 为 


7 = o cos (wot — u) (8.2.7) 


振幅 yo 和 相位 差 v 为 量 纲 为 一 的 转速 s = wo/k 的 函数 
ARs 
D = Åp 
kV (1 — 82)? 二 (26s)2 
( 2Cs 
v = arctan 2 ) +r- (8.2.8) 
转子 绕 扭 杆 轴 作 频 率 等 于 旋转 角速度 wo 的 受 迫 振动 , 振幅 yo 与 载体 角速度 O 成 
正比 , 相差 v 随 角度 ó 变化 . 利用 +o 和 v 的 测量 值 可 以 推算 出 载体 的 瞬时 角速度 
2 和 瞬时 旋转 轴 的 位 置 o, 从 而 确定 载体 相对 上 轴 和 n 轴 的 转动 角速度 分 量 . 这 种 
具有 双 轴 速率 陀螺 功能 的 挠 性 陀螺 称 为 转子 振动 陀螺 . 
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8.2.3 ”积分 陀螺 


近似 略 去 扭 杆 的 阻尼 项 , 设 陀螺 的 旋转 频率 等 于 自由 振动 频率 , 载体 匀速 转动 ， 
令 方程 (8.2.5) 中 <=0, wo = k, f) = 0, WE 


ï + way = 一 Maiwo cos (wot + ó) (8.2.9) 
此 方程 存在 扭 角 随时 间 单 调 增长 的 特 解 
ya -Z tsin luot + Ó) (8.2.10) 


对 应 于 陀螺 的 谐振 状态 .由 于 受 据 振动 振幅 与 载体 转 过 的 角度 Qt 成 正比 , 陀螺 的 ， 
功能 从 测 转速 转变 为 测 角度 . 这 种 具有 积分 陀螺 特点 的 挠 性 陀螺 称 为 振荡 陀螺 . 从 
陀螺 的 谐振 条 件 wo = k 导出 


K-(2h1-C)w=0 (8.2.11) 


即 单 自由 度 挠 性 陀螺 的 调谐 条 件 . 
设 载 体 做 角 振 动 , 角速度 4 为 频率 p 的 周期 函数 


A = h cospt (8.2.12) 
将 上 式 代入 方程 (8.2.5), $ C = 0, wo = k, 得 到 


J + aby = f {lp ~ Awo) cos [p — wo) t — é] — (p+ Awo) cos lp + wo) t+ Al} 
(8.2.13) 
两 种 激励 频率 p + wo 和 p — wo 中 任 一 频率 等 于 wo 时 , 都 可 能 引起 振幅 单调 增长 
的 久 期 项 , 所 对 应 的 载体 角 振 动 频率 为 


p=0 或 p=2wo (8.2.14) 
p = 0 即 前 面 叙 述 过 的 载体 匀速 转动 情形 . p = 2wo 表明 , 载体 做 二 倍 旋转 频率 角 振 
动 时 , 也 能 引起 陀螺 受 迫 振动 无 限 增 长 的 谐振 现象. 
83 ”调谐 陀螺 的 进 动 理论 


8.3.1 平衡 环 的 扭 摆 运 动 


将 图 8.4 中 的 转子 B, 改 为 轴 对 称 的 平衡 环 , 平衡 环 上 沿 y 轴 用 另 一 对 扭 杆 与 
转子 联结 , 即 构成 由 驱动 轴 Bo. 平衡 环 B, 和 转子 B, 组 成 的 陀螺 仪 ( 见 图 8.2). 这 
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种 支承 方式 完全 不 同 于 转子 在 内 环 之 内 的 万 向 支架 机 构 ， 转 子 和 平衡 环 在 同一 平 
面 内 时 , 驱动 轴 带 动 平衡 环 和 转子 一 同 绕 极 轴 平 稳 旋转 , 扭 杆 不 产生 扭矩 . 转子 若 
偏转 , 则 夹 在 驱动 轴 和 转子 之 间 的 平衡 环 被 迫 作 一 种 特殊 的 扭 拔 运 动 , 产生 交 变 的 
惯性 力矩 . 此 惯性 力矩 通过 扭 杆 向 外 传递 至 基 座 , 向 内 传递 至 转子 . 适当 调整 陀螺 

。 的 转速 , 可 使 传递 至 转子 的 惯性 力矩 与 弹性 扭矩 相互 抵消 . 于 是 转子 相对 驱动 轴 偏 
转 所 引起 的 干扰 即 被 消除 . 利用 平衡 环 补偿 弹性 扭矩 的 二 自由 度 挠 性 陀螺 称 为 动力 
调谐 陀螺 . 

设 内 、 外 捏 杆 轴 互 相 垂直 且 与 驱动 轴 相 交 于 同一 点 O, 即 陀螺 的 支承 中 心 . 平 
衡 环 和 转子 的 质心 均 与 O 点 重合 . 设 驱动 过 程 已 结束 ， 驱 动 杆 以 wo 为 角速度 匀 
速 旋 转 ， 以 O 为 原点 建立 与 上 节 相 同 的 载体 坐标 系 (O — EN) 和 驱动 杆 坐 标 系 
(O — zoyozo), 上 节 中 的 转子 坐标 系 (O — zyz) 改 为 平衡 环 坐 标 系 , z 轴 和 y 轴 分 别 
为 内 外 扭 杆 轴 . (O - zuz) 相对 (O — En) 的 方向 余弦 矩阵 与 式 (8.2.1) 完全 相同 . 
(O - zyz) Ë y 轴 顺 时 针 转 过 5 角 后 的 位 置 为 转子 坐标 系 (O — z. ya. za) ( 见 图 8.6). 
各 坐标 系 之 间 的 关系 为 


wot Y 一 6 
(O-én) — (O-—zoyoz0) 一 (O-zyz) — (0 一 zagnz) 
Ç, zo Zo, z Y: Yn 


图 8.6 二 自由 度 挠 性 陀螺 的 参考 坐标 系 


与 万 向 支架 陀螺 不 同 , 动力 调谐 陀螺 的 所 有 部 件 均 参 与 高 速 旋转 , 上述 各 坐标 
系 亦 随同 旋转 . 为 便于 分 析 , 建立 能 指示 转子 极 轴 和 平衡 环 极 轴 的 位 置 但 不 参与 旋 
转 的 参考 坐标 系 (O — XY Z) 和 (O 一 X17i21). 设 (O — £n() Ë ç 轴 转 过 水 角 后 
为 (0 - mG), 再 绕 G, 轴 转 动 3 角 后 的 位 置 为 转子 的 莱 查 坐标 系 (O — XYZ), Z 
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轴 沿 转子 极 轴 z 方向 . y, o 为 转子 极 轴 相 对 (O — En) 的 欧 拉 角 ( 见 图 8.7). 驱动 
杆 坐标 系 (O 一 zoyozo) 的 zo 轴 与 4 轴 均 与 驱动 轴 Ç 轴 一 致 . 设 (zo, yo) 平面 相对 
Eom) 平面 的 转角 为 p, 如 初始 时 zo 轴 与 5 轴 重 合 , 则 有 


e= ot — 0 (8.3.1) 


设 (O — &mG0) # i 轴 转 过 ax 角 后 的 位 置 为 (O — 62m22), 再 绕 m 轴 转 过 5, 
角 后 的 位 置 为 平衡 环 的 莱 查 坐标 系 (O — XYZ), Z, 轴 沿 平衡 环 的 极 轴 z 方向 . 
aa，B 为 内 环 极 轴 相 对 (O — mG) 的 角度 坐标 ( 见 图 8.8)， 各 坐标 系 之 间 的 关 
系 为 

6 

> (o-xY2) 


Y 7 &,X 
(0-6) > (O-&mQ@) 
GG1 s 89 
> (O-&@m@) > (O-XYZI) 
Ce o m, 


图 8.7 ”确定 转子 极 轴 的 欧 拉 角 图 8.8 确定 平衡 环 极 轴 的 卡尔 丹 角 


调谐 陀螺 的 挠 性 扭 杆 不 允许 产生 过 大 的 扭 角 , 平衡 环 和 转子 的 极 轴 均 限制 在 驱动 轴 
附近 的 小 范围 内 运动 . 除 和 ç 以 外 的 所 有 角度 坐标 6, y, 6, ou, Bi 均 为 一 阶 微 
Tt. 各 坐标 系 之 间 的 方向 余弦 矩阵 为 


cosy -sinp “sine 
C# =| sing cosy -ycosy (8.3.2) 


0 y 1 
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cosp -sing “sing -— cosy 
Ce = | sing cosp —7ycosp— sine | (8.3.3) 
6 sy 1 
1 0 A 
ch=| 0 1 -a ) (8.3.4) 
-PB oa 1 


10 0 
cx = Ú. $ $ (8.3.5) 
02 1 


利用 z, 轴 与 Z 轴 重 合 的 条 件 , 2 EBE (8.3.2) 和 (8.3.5) 的 第 3 列 元 素 一 一 相等 ， 
解 出 内 、 外 扭 杆 的 扭 角 y, 5 与 p, 6 之 间 的 运动 学 关系 


y=ĦVcosp, ó = sine (8.3.6) 


可 看 出 , 扭 角 y 和 5 以 90° 相位 差 随时 间 周 期 变化 , 其 幅 值 等 于 转子 极 轴 偏 离 驱动 
轴 的 角度 9. 利用 z 轴 与 Z, 轴 重 合 的 条 件 , 令 和 矩阵 (8.3.2) 和 (8.3.4) 的 第 3 列 元 
素 一 一 相等 , 导出 另 一 运动 学 关系 


Qa1=7cosp, ñ= “sine (8.3.7) 


表明 平衡 环 极 轴 相 对 惯性 坐标 系 的 角度 坐标 a, B81 以 扭 角 y 为 幅 值 , 以 90? 相位 
差 随时 间 周 期 变化 . 

使 用 逐次 近似 方法 , 以 陀螺 无 力矩 的 自由 状态 为 零 次 近似 , 转子 极 轴 z, 在 惯 
性 空间 中 保持 方位 不 变 , 角度 坐标 多 和 6 均 为 常 值 . 将 式 (8.3.6) 代入 式 (8.3.7), 得 
到 以 a, Bi 表示 的 内 环 极 轴 摆 动 规律 


e= 2 (1+cos20), A = Fsin2y (8.3.8) 
引入 复 变 量 2 
z = +iĝ (8.3.9) 
将 式 (8.3.8) 写作 复数 形式 
z = š (1 + e?e) (8.3.10) 


ERE z 的 复数 平面 内 确定 的 轨迹 即 平衡 环 的 极点 轨迹 . 此 轨迹 为 过 驱动 轴 的 迹 
点 O1 和 转子 极 轴 的 迹 点 P 的 半径 为 3/2 的 偏 置 的 圆 ( 见 图 8.9). X (8.3.10) 表 
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明 平 衡 环 极 轴 以 二 倍 旋转 频率 在 驱动 轴 与 转子 极 轴 之 间 做 项 角 为 3 的 圆锥 运动 ， 
ñ 即 平衡 环 的 扭 摆 运 动 . 
捏 摆 运 动 来 源 于 万 向 接头 独特 的 运 


相 动 学 约束 条 件 , 它 要 求 内 扭 杆 轴 z 保持 与 
a pa 驱动 轴 正 交 , 且 外 扭 杆 轴 y 保持 与 转子 
Se: 极 轴 n 正 交 ， 当 固 结 于 平衡 环 的 (z, 切 
平面 被 驱动 轴 带 动 高 速 旋转 且 z, SH c 
轴 均 保持 惯性 空间 中 的 方位 不 变 时 , 只 要 
图 8.9 平衡 环 的 极点 轨迹 za Bh s c 轴 不 重合 , (z, y) 平面 和 与 之 正 
交 的 平衡 环 极 轴 必 被 迫 做 上 述 扭 摆 运 动 . 
zn RAR C 轴 的 角度 愈 大 , 则 扭 摆 运 动 的 幅度 愈 大 . 驱动 杆 每 转 过 180° 时 , 内 、 外 
扭 杆 均 恢复 原来 位 置 , 内 环 极 轴 亦 恢复 原来 位 置 , 因此 扭 摆 运动 的 频率 必 为 旋转 频 
率 的 二 倍 . 
8.3.2 ”调谐 条 件 
调谐 陀螺 有 不 同 于 万 向 支架 陀螺 的 力矩 传递 链 , 如 图 8.3 所 示 . 将 驱动 杆 对 平 
衡 环 、 平 衡 环 对 转子 作用 的 对 O 点 的 约束 力矩 Li (i = 1,2) 向 (O - zyz) 投影 , 得 
到 
Li = Lisi + Lij + Lak (i=1,2) (8.3.11) 
各 力矩 分 量 中, Lis 为 内 扭 杆 的 弹性 扭矩 和 阻尼 力矩 , ay AANE RAER 
阻尼 力矩 . 设 内 、 外 扭 杆 有 相同 的 抗 扭 刚度 K 和 阻尼 系数 D, 即 


Liz = —Ky — DY (8.3.12a) 
Lay = Kó + DÈ (8.3.12b) 


HR (8.3.6) RAER, 根据 零 次 近似 假定 , 计算 + 和 ó 的 过 程 中 将 y 和 ó 视 为 常 
值 , 得 到 


Liz = (—K cosg + Dun sin p) 0 (8.3.13a) 
Lay = (K sing + Dun cosp) Ú (8.3.13b) 

计算 平衡 环 的 角速度 o, 
w = ji + wo? (8.3.14) 


w Æ (O — zyz) 中 的 投影 为 


wiz = —wodsin @, wiy = woy COS p, wiz = wo (8.3.15) 
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设 A, O, 为 轴 对 称 平衡 环 的 赤道 惯性 矩 和 极 惯性 矩 , 平衡 环 相对 O 点 的 动量 矩 
H, 为 


H, = A; (wizi + yj) + Ciwizk (8.3.16) 
列 出 平衡 环 的 欧 拉 方 程 
Ein +w x Hı = Li — Lo (8.3.17) 
将 (8.3.13), (8.3.15), (8.3.16) 等 式 代入 后 , 导出 L, L 的 其 余 分 量 
Los = — [K — (A) — C1) w8] V cos p + Dun sin p (8.3.18a) 
Liy = [K — (241 — C1) w8] Š sine + Dwod cosp (8.3.18b) 
Laz = Liz (8.3.18c) 


驱动 杆 匀速 旋转 时 , 作用 于 杆 上 的 力矩 Lo 与 -L 相 平衡 . 略 去 二 阶 微量 , L1: 等 
于 Lo 中 包含 的 沿 ¢ 轴 的 电机 驱动 力矩 Mna, AR (8.3.18c) 导出 


Laz = Mm (8.3.19) 


式 (8.3.12b), (8.3.18a), (8.3.19) 完全 确定 平衡 环 作用 于 转子 的 约束 力矩 La, 投影 到 
(O - XY 2) 轴 系 , 得 到 


Lax = —Kó + (4 = 2) w20 (1 + cos 2) + SMad sin2p (8.3.20a) 
Liy = Dwod + (a _ 2) wap sin 2y + Mab (1—cos2p) (8.3.20b) 
Tas = Ma (8.3.20c) 


讨论 调谐 陀螺 的 进 动 时 ， 可 将 周期 变化 的 力矩 (8.3.20) 对 o 作 平 均 化 处 理 ， 
得 到 


‘27 
(L2) = 支 | Lado = (Lax) X? + (Lzy) Y° + (Laz) Z° (8.3.21) 
其 中 平均 化 的 力矩 投影 为 
(Lax) =— |x - (4 2 4) 中 
(Lay) = (Du + Me) v (8.3.22) 
(Laz) = Mm 


(Lax) 和 (Lovy) 均 与 转子 极 轴 偏 离 驱 动 轴 的 角度 ó 成 正比 . (Lax) 为 扭 杆 的 弹性 扭 
矩 与 平衡 环 扭 押 运动 产生 的 惯性 力矩 的 合力 矩 . (L2y) PRHA EIEN, 还 
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包含 驱动 力矩 成 分 , 这 是 由 于 平衡 环 只 能 传递 沿 内 环 极 轴 z 的 驱动 力矩 分 量 , 而 z 
轴 的 平均 位 置 相对 转子 极 轴 Z 倾斜 /2 角 所 致 
如 能 调整 A, C1, K wo 等 参数 , 使 满足 以 下 条 件 


K- (4 z 2 ) o= 0 (8.3.23) 


则 式 (8.3.22) 中 (Lox) = 0, 表明 转子 偏转 引起 的 弹性 扭矩 被 平衡 环 的 惯性 力矩 完 
全 补偿 . 式 (8.3.23) 为 二 自由 度 挠 性 陀螺 的 调谐 条 件 . 满足 此 条 件 的 陀螺 转速 wo 为 
调谐 转速 . 引入 参数 AK, 称 作 扭 杆 的 剩余 刚度 


AK=K- (z: = $) wg (8.3.24) 


理想 调谐 状态 对 应 于 AK = 0, AK > 0 称 为 欠 调 谐 , AK < 0 称 为 过 调谐. 
8.3.3 ”调谐 陀螺 的 进 动 


以 上 在 陀螺 定 轴 性 假设 的 零 次 近似 基础 上 , 导出 作用 于 转子 的 平均 力矩 (LL2). 
转子 在 (La) 作用 下 的 进 动作 为 陀螺 运动 规律 的 一 次 近似 ， 零 次 近似 中 为 常 值 的 
p, o 在 一 次 近似 中 可 随时 间 变 化 , 使 转子 极 轴 和 (O — XY Z) 坐标 系 在 惯性 空间 中 
转动 , 表现 为 陀螺 的 漂移 . 将 (O - XYZ) 的 转动 角速度 , 即 漂移 角速度 记 作 Qa, 
其 投影 式 为 

Qa = ÓX? + WIV + j Z° (8.3.25) 
Na 沿 X 轴 和 Y 轴 的 投影 即 陀螺 的 漂移 率 . 在 陀螺 的 进 动 理论 中 , 认为 转子 的 动 
EE H 与 极 轴 方 向 一 致 . 设 C 为 轴 对 称 转子 的 极 惯性 矩 , 则 有 


H = CooZ° (8.3.26) 


除外 扭 杆 的 约束 力矩 (L2) 以 外 , 转子 上 还 作用 有 气体 阻尼 力矩 Mo. 仅 考 虑 其 与 
转速 wo 成 正比 的 极 轴 方 向 分 量 , 即 


Mp = 一 Dowo20 (8.3.27) 
将 陀螺 进 动 方程 (2.2.27) 中 的 wi 以 Ra 代替 , 写作 
Qa x H = (Ly) + Mp (8.3.28) 


将 (8.3.21), (8.3.25), (8.3.26), (8.3.27) 等 式 代 入 上 式 , 导出 以 下 方程 组 以 确定 陀螺 
运动 的 一 次 近似 规律 ra 
$ =-= (8.3.29a) 
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TY+9=0 (8.3.29b) 

Mm = Dowo (8.3.29c) 

方程 (8.3.29a), (8.3.29b) 的 解 Y (t) ,3 (t) 以 极 坐标 形式 确定 转子 极点 的 运动 . 

在 理想 调谐 状态 , AK = 0, Y 为 常 值 , 3 按 指数 规律 衰减 , 极点 沿 直线 向 〈 轴 趋 近 . 

这 种 极 轴 向 驱动 轴 趋 近 的 现象 称 为 跟踪 现象 . 产生 跟踪 现象 的 原因 是 驱动 轴 与 转子 
极 轴 不 一 致 ,是 调谐 陀螺 区 别 于 框架 陀螺 的 特殊 现象. 跟踪 时 间 常 数 了 为 


c 
T= 5703D; (8990) 


上 式 分 母 中 D 和 Do 分 别 体现 扭 杆 的 内 摩擦 阻尼 和 与 驱动 力矩 平衡 的 转子 阻尼 . 
后 者 在 扭 杆 的 传递 过 程 中 , 其 平均 效应 被 降低 一 半 . 跟踪 现象 也 出 现 于 第 9 章 中 的 
转子 陀螺 , 将 在 9.4 节 中 讨论 . 

在 非 调谐 状态 , 剩余 刚度 AK 的 出 现 引起 y 的 变化 , 使 直线 极点 轨迹 转变 为 
RR, 欠 调 谐 时 为 右 旋 螺 线 , 过 调谐 时 为 左旋 螺 线 ( 见 图 8.10). 因此 根据 极点 轨迹 
的 几何 特征 可 以 判断 陀螺 是 否 正确 调谐. 


py 


AK=0 AK>0 AK<0 
图 8.10 转子 极点 轨迹 的 不 同类 型 


8.3.4 ”载体 角 振动 引起 的 陀螺 漂移 


讨论 载体 绕 €, 轴 做 角 振动 时 的 陀螺 运动 . 仍 以 转子 保持 定 轴 性 为 零 次 近似 , 当 
驱动 轴 ¢ 由 于 角 振 动 而 改变 方位 时 , 它 与 指向 不 变 的 转子 极 轴 Z 之 间 的 角度 为 时 
间 的 周期 函数 . 平衡 环 的 绝对 角速度 w 为 式 (8.3.14) 所 示 的 平衡 环 对 (O — mG) 
的 相对 角速度 与 (O — mQ) 的 牵连 角速度 天? 之 和 


wi = ĵi + wog? — ÒE? (8.3.31) 
wi Æ (O — zyz) 轴 系 中 的 投影 为 
Wis = —wod Sin @, ¿ny = ¿Ú cosp + sin @, ¿nz = wo (8.3.32) 
将 式 (8.3.32) 代替 (8.3.15), 视 6 为 变量 , 重复 前 面 的 推导 , 得 到 


Lx = -Kô — Dó + (a: - 2 ) wg89(1+cos2p) 
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十 [(a 一 2 ) wob + a) sin 2p (8.3.33a) 
Lay = Duo + (4 一 °) wedsin2p 
+ (4 = 2) aÓ + 39] (1 -cos2p) (8.3.33b) 
Lox, Lay 周期 性 地 变化 , 但 在 6 的 变化 频率 与 陀螺 的 二 倍 旋转 频率 相等 的 特殊 条 
件 下 , 可 出 现 常 值 项 并 引起 陀螺 漂移 . 
设 载体 角 振动 的 频率 为 2wo, 振幅 为 P, 与 陀螺 旋转 运动 之 间 的 相位 差 为 u, 将 


4 的 变化 规律 写作 
ó = $cos(2p— u) (8.3.34) 


将 上 式 代入 式 (8.3.10), 得 到 平衡 环 极 轴 的 扭 摆 运动 规律 
£= š (1 + eè?) cos (2% — y) (8.3.35) 


平衡 环 极 轴 的 极点 轨迹 几何 形状 随 相位 差 u 的 不 同 而 改变 ( 见 图 8.1). 尽管 载体 
角 振 动 时 极 轴 偏 角 ó 的 平均 值 为 零 , 但 平衡 环 极点 轨迹 却 偏向 一 侧 而 与 图 8.9 类 
似 . 可 以 设想 , 平衡 环 扭 摆 运 动产 生 的 惯性 力矩 也 偏向 一 侧 使 转子 产生 进 动 . 


Ap=-0 
所 a 
a a 
1 O; 
p=7/3 p=7/2 


图 8.11 载体 角 振 动 时 平衡 环 的 极点 轨迹 


将 约束 力矩 Lax, Lay 对 周期 变量 ç 作 平均 化 处 理 , 以 复 变量 w 表示 力矩 的 
平均 值 


+ e 
u= | (Lax +iL2y)dyp (8.3.36) 
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将 式 (8.3.34) 代入 式 (8.3.33) 和 (8.3.36), 导出 平均 化 约束 力矩 
Q -ige [(241 — C1) u + iMm] (8.3.37) 
利用 进 动 方程 (8.3.28) 计算 载体 角 振动 导致 的 陀螺 漂移 . 将 平均 化 约束 力矩 (8.3.37) 


代入 后 , 导出 动 坐标 系 (O - XYZ) 的 转动 角速度 , 即 陀螺 的 漂移 角速度 Na. 其 投 
Æ Nax, Nay 用 复数 Qa 表示 为 


Na = Nax +iflay (8.3.38) 
得 到 


det 
Na = T Mm — ia? (241 — C1)] (8.3.39) 


从 而 证 实 , 载体 做 二 倍 于 旋转 频率 的 角 振 动 时 , 平衡 环 扭 摆 运 动 的 平均 效应 可 引起 
陀螺 漂移 , 为 调谐 陀螺 特有 的 力学 现象 . 漂移 率 与 角 振 动 的 振幅 成 正比 , 且 与 剩余 
刚度 和 驱动 力矩 有 关 . 漂移 方向 取决 于 相位 差 p. 
8.3.5 ”多 环 调谐 陀螺 

设 在 驱动 杆 与 转子 之 间 独 立地 联结 n 个 平衡 环 , 各 环 的 内 、 外 扭 杆 在 同一 平面 
内 依次 偏转 n/n 角度 , 称 为 多 环 调谐 陀螺 . 以 zi 表示 第 j 环 的 内 扭 杆 轴 , 则 第 一 环 
的 内 扭 杆 轴 zi 与 & 轴 夹 角 为 p 时 , z; 轴 与 6, 轴 的 夹 角 为 p + (7 — 1) r/n ( 见 图 
8.12). 因此 只 要 将 前 面 得 到 的 计算 公式 中 的 p 改 成 + (j — 1) r/m, 即 适用 于 第 j 
环 . 


= n 


8.12 ”多 平衡 环 的 扭 杆 轴 位 置 


在 线性 理论 范畴 中 , n 个 独立 的 平衡 环 对 转子 的 动力 学 作用 为 各 环 单独 作用 的 
简单 又 加 . 陀螺 的 调谐 条 件 (8.3.23) 应 改 为 


> [s k ( PE 2) aal =0 (8.3.40) 


j=1 


A Kj, Aj Oj (j = 1,2,… ,n) 为 第 7 环 的 扭 杆 刚度 和 惯性 矩 . 
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HR (8.3.35) 中 的 p 代 以 + (g — 1) z/n, 等 同 于 将 u RA u- (j — 1) 2n/n, 
因此 可 直接 利用 式 (8.3.39) 写 出 载体 绕 c, 轴 做 2wo 频率 角 振动 时 , 第 j 环 对 转子 
的 作用 力矩 引起 的 陀螺 漂移 , 用 复数 Naj = Najx +iNajy 表示 为 


0y = h ia -uñ@A -colep{ 人 -2( 于 时 urz 
(8.3.41) 
其 中 Mag 为 第 j 环 所 分 担 的 驱动 力矩 . n 个 平衡 环 引起 陀 如 漂移 的 总 效应 为 以 上 
n RDE, 得 到 


= 93 [Ma — iwa (2A: — C1)] exp [= =>) (8.3.42) 
= 
只 要 保证 各 环 的 质量 几何 满足 以 下 条 件 
I Mmj 一 iog (2A, — C. -ix{ 区 1)| =0 8.3.43 
>! j — iwọ (2A1 De 2a( n )] ( ) 


则 载体 的 2wo 频率 角 振动 引起 的 总 干扰 作用 抵消 为 零 、 如 能 保证 各 环 有 相同 的 
24; — Oj, 且 平均 分 担 驱动 力矩 的 传递 任务 , 即 


三 常数 ， Ma = Me G =1,2,... ,n) (8.3.44) 
则 条 件 (8.3.43) 简化 为 

Zef s= (ë i=) =0 (8.3.45) 
此 条 件 为 恒等式 而 自然 满足 , 因为 它 代表 n 个 单位 矢量 的 和 , 它们 依次 接 成 封闭 的 


正 多 边 形 . 因此 条 件 (8.3.44) 式 可 保证 多 环 调谐 陀螺 自动 消除 载体 二 倍 旋 转 频 率 角 
振动 的 干扰 . 


84 调谐 陀螺 的 非 理 想 情 况 


8.4.1 平衡 环 和 转子 质量 偏心 


设 平衡 环 和 转子 的 质心 均 沿 轴 向 偏离 支点 O 而 带 有 微小 摆 性 , L 和 1 分 别 为 
平衡 环 质心 O, 和 转子 质心 O, 至 支点 O 的 矢 径 


h=hk, l=12° (8.4.1) 
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设 mi 和 m 为 平衡 环 和 转子 的 质量 ， 平衡 环 做 扭 摆 运 动 时 产生 的 离心 惯性 力 为 4 
和 4 的 二 阶 微量 而 略 去 . 平衡 环 在 质心 O, 处 作用 的 体积 力 mi f 对 O 点 产生 力 
矩 M. 

Mi =li xmif (8.4.2) 


设 比 力 了 相对 (O — XY Z) 各 轴 的 投影 为 fx, fy, fz. 利用 式 (8.4.1) 导出 Mi 相 
对 (O - XY Z) 轴 系 的 投影 


Mix = l) (fx sin @ — fy cos ç) 
Miy = l) (fx cos ç + fy sin ç) (8.4.3) 
Miz=0 


其 中 Miy 经 内 扭 杆 传递 至 驱动 轴 , Mix 经 外 扭 杆 传递 至 转子 . 因此 平衡 环 对 转子 
的 约束 力矩 L, 中 除 理想 情况 的 式 (8.3.20) 以 外 , 应 增加 上 述 平衡 环 质量 偏心 引起 
BJ JER AL 


AL; = mili (fx sing — fy cos) (cos pX? + sing Y9) (8.4.4) 
此 外 , 转子 在 质心 O. 处 作用 的 体积 力 m f 对 O 点 产生 附加 力矩 , 记 作 AM; 
AM; =1xmf= -m (fv X° — fxY°) (8.4.5) 


转子 上 作用 的 总 附加 力矩 为 AL 与 AM: 之 和 , 利用 式 (8.4.4), (8.4.5) 计算 其 在 
(O - XYZ) 轴 系 中 的 投影 , 得 到 


A (Lax + M2x)=—mlfy + mi (fx sin ç — fy cos p) cosp 


(8.4.6) 
A (Lay + May) =mlfx + mal, (fx sin ç — fy cos) sin p 
将 上 式 表示 的 附加 力矩 对 y 平均 化 , WA 
y 2a 
(A (la+ Ma) = s= | (A (L2 + M2)) dọ (847) 
也 可 用 复数 Au 表示 为 
1 2r 
Au= | [A (Lax + Max) + iÀ (Lay + May )]dp (8.4.8) 
0 


平均 化 附加 力矩 中 的 常 值 部 分 可 引起 陀螺 漂移 . 分 别 几 种 情况 讨论 : 
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1) fx, fv, fz 均 为 常 值 
将 式 (8.4.6) 代入 式 (8.4.7), 得 到 


(A (L2 + M2)) = (mi + imh) (AX? + fxY9) (8.49) 
仅 考虑 重力 作用 时 , f = —gç9, 即 
fx =0 fy = —g6, fz = —g (8.4.10) 
代入 式 (8.4.9), 得 到 作用 于 转子 的 摆 性 力矩 的 平均 值 
(A (L2+M2)) = (a + mah) gox? (8.4.11) 


其 中 除 转子 直接 作用 的 摆 性 力矩 以 外 , 平衡 环 的 摆 性 力矩 中 有 一 半 经 内 扭 杆 传递 至 
驱动 轴 , 仅 另 一 半 能 经 外 扭 杆 传递 至 转子 . 沿 X 轴 的 所 性 力 逢 各 直 于 重力 方向 . 

2) 载体 沿 径 向 做 2wo 频率 的 线 振动 

沿 O 点 沿 (X,Y) 平面 做 振幅 为 5、 相位 差 为 u 的 2wo 频率 的 线 振动 , 振动 方 
向 相对 X 轴 倾 斜 ó 角 . 将 比 力 矢量 用 复数 f 表示 为 


f = fx+ify = 4bwBe'? sin (2¢ — u) (8.4.12) 
将 上 式 的 实 部 和 虚 部 代入 式 (8.4.6) 和 (8.4.8), 得 到 
Aw = milibwge" t-r) (8.4.13) 


此 常 值 力矩 项 是 由 于 平衡 环 的 交 变 的 惯性 力矩 受到 频率 相同 的 扭 押运 动 的 “整流 
作用 ”所 形成 . 陀螺 漂移 方向 取决 于 振动 方向 ó 和 相位 差 u. 对 于 u= 0 的 特殊 情 
Æ, Au 和 f 均 与 eit 成 比例 , 即 比 力 矢量 与 所 引起 的 附加 力矩 矢量 共 线 . 这 种 与 通 
常 的 摆 性 力矩 方向 正 交 的 现象 , 称 为 正 交 摆 性 , 是 调谐 陀螺 的 另 一 特殊 力学 现象. 

对 于 多 环 调谐 陀螺 , 将 式 (8.4.12) 中 的 p 代 以 o + (1 — 1) r/m 等 同 于 将 六 代 
ËL p- (j — 1) 2r/m, 即 适 用 于 第 ; 环 . 因此 可 直接 从 式 (8.4.13) 写 出 第 ; 环 作用 于 
转子 的 党 值 附 加 力矩 Aw; 


Au; = mjljbw? exp fi = (5>) ) (j= 1,2,... ,n) (8.4.14) 
n 个 平衡 环 对 转子 的 合力 矩 为 


A i 
Au = buget) S mjlj exp |i2n (>) (8.4.15) 
j=1 
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要 使 多 环 调谐 陀螺 免除 载体 2wo 频率 线 振动 的 干扰 , 各 环 的 质量 几何 必须 满足 以 
下 条 件 


Èm exp fizz (a) =0 (8.4.16) 


如 各 环 有 相同 的 摆 性 , 即 


mjj= W3 (j=1,2,… n) (8.4.17) 
则 条 件 (8.4.16) 转化 为 以 下 恒等式 而 自然 满足 

i(i) = 

> = ( - | =0 (8.4.18) 


从 而 证 明 , 多 环 调谐 陀螺 必须 同时 满足 (8.3.43) 和 (8.4.16) 条 件 , 才 有 可 能 同时 免 
除 载体 的 二 倍 旋转 频率 的 角 振动 和 线 振动 的 干扰 . 

对 于 内 环 和 转子 有 径 向 偏心 的 情形 , 当 载 体 沿 轴 向 做 wo 频率 线 振动 时 , 由 于 
比 力 f 与 径 向 偏心 矢 径 同时 改变 方向 而 产生 常 值 力矩 , 引起 陀螺 漂移 . 此 问题 已 在 
第 4 章 4.3.4 节 中 讨论 过 而 不 再 著述 . 


8.4.2 ” 扭 杆 轴 不 相交 


讨论 调谐 陀螺 的 内 、 外 扭 杆 轴 不 相交 情形 . 设 驱 动 轴 zo 与 内 扭 杆 轴 z 和 平衡 
环 极 轴 z 交 于 一 点 O1, 定义 为 平衡 环 的 支承 中 心 . 平衡 环 极 轴 z 与 外 扭 杆 轴 yo 和 
转子 极 轴 ¿Q 交 于 另 一 点 O, 定义 为 转子 的 支承 中 心 . 设 O, 和 O 均 在 平衡 环 极 轴 
上 , 但 不 重合 . 驱动 轴 zo 与 内 扭 杆 轴 之 间 , 内 外 扭 杆 之 间 仍 保持 垂直 . 

将 前 面 定义 的 以 O 为 原点 的 部 分 坐标 系 平移 至 以 O 为 原点 , 记 作 (O01 一 &1m61)， 
(O1 一 zotozo) 和 (O, 一 zyz), 原 以 O 为 原点 的 (O - zyz) 改 记 为 (O — zz), 
(0 一 zyz') 绕 y 轴 顺 时 针 转 过 5 角 后 为 转子 坐标 系 (O 一 za 加 2)( 见 图 8.13). 
各 坐标 系 之 间 的 关系 为 


p Ñ, 
(Oi—@mQ) 一 (O1 -— zoyoz0) — (O1 - zyz) 
Ci, zo To, T 
1 一 5 
(0O-zyz) 一 (O-“zaVaZa) 
a 
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图 8.13 ” 捏 杆 轴 不 相交 情形 的 坐标 系 


仍 以 转子 保持 定 轴 性 为 零 次 近似 , 驱动 轴 与 转子 极 轴 在 惯性 空间 中 的 方位 完全 
确定 平衡 环 的 扭 摆 运 动 规律 , 而 与 内 、 外 扭 杆 轴 是 否 相交 无 关 . 平衡 环 极 轴 以 O, 为 
顶点 作 2wo 频率 的 圆锥 运动 , O 点 做 圆周 运动 , 转子 极 轴 随 O 点 做 指向 不 变 的 贺 
柱 面 运动 . 设 沿 z 轴 的 矢量 h 为 O, 至 O 点 的 矢 径 , 平衡 环 和 转子 的 质心 均 沿 极 
轴 偏 离 支点 , 由 式 (8.4.1) 表示 的 矢量 h 和 1 分 别 定义 为 O, 至 Oa 点 和 O, 点 的 
矢 径 . 利用 矩阵 (8.3.2), (8.3.5) 导出 O, 至 O, 点 的 矢 径 p = h + 1 相对 (O, — zuz) 
轴 系 的 投影 式 

p = -lðsingpi + (I + h) k (8.4.19) 


将 驱动 杆 作 用 于 内 环 对 O 点 的 力矩 Li, 以 及 内 环 作用 于 转子 对 O 点 的 力矩 Lo 
在 (O, - zyz) 中 的 投影 式 写作 
Lj = Ljsi+ Ljyj + Ljzk (j=1,2) (8.4.20) 


其 中 Lis 和 Loy 分别 为 内 扭 杆 和 外 扭 杆 的 弹性 扭矩 与 阻尼 力矩 之 和 , 其 变化 规律 
与 式 (8.3.13) 相同 


Lais = (—K cosç + Dwosin g) $ (8.4.21a) 
Lay = (K sing + Dwo cos 9) ó (8.4.21b) 


列 写 平衡 环 对 O, 点 的 欧 拉 方 程 时 , 必须 考虑 转子 在 O 点 处 作用 于 平衡 环 的 

H F X O, 点 的 矩 , 以 及 在 质心 Or 处 作用 的 平衡 环 的 质量 力 mi f 对 O, 点 的 矩 ， 
f 为 比 力 . 设 H, 为 平衡 环 相对 O, 点 的 动量 矩 , 列 出 

Sasi = Li - La hx F +h xm f (8.4.22) 
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其 中 F 可 由 转子 质心 运动 方程 导出 
mb = F +mf (8.4.23) 
将 式 (8.4.19) RAER, 解 出 
F = —2móh8 (sinpi 一 cosp7) — mf (8.4.24) 
将 (8.3.15), (8.4.21a), (8.4.24) 等 式 代入 方程 (8.4.22) W z 轴 的 投影 式 , 解 出 Loz 


Las = - [K - (241 - C1 + 2mh?) w] Vecosp + Duo siny 
+ (mh + mıh) (fx sing — fy cos ç) (8.4.25) 
其 中 fx, fv, fz 为 比 力 了 在 (O — XY Z) 轴 系 中 的 投影 . 


列 写 转子 对 O 点 的 欧 拉 方 程 时 , 必须 考虑 因 平衡 环 扭 摆 运 动 所 引起 的 O 点 加 
速度 所 


h = oi x (wi x h) +@1i x h (8.4.26) 
设 H 为 转子 相对 O 点 的 动量 矩 , 列 出 
AH jh xm(f -=Lo+AM (8.4.27) 


dt 


其 中 Lzo 为 式 (8.3.20) 确定 的 理想 情况 约束 力矩 , AM 为 影响 转子 动量 矩 变化 率 
的 力矩 增 量 ; 
AM = Lz- Ly +l xm (f = à) (8.4.28) 


将 (8.4.21b), (8.4.25), (8.4.26) 等 式 代入 上 式 , 变换 到 (O — XYZ) 轴 系 . 其 中 沿 Z 
轴 的 分 量 与 介质 阻尼 力矩 Dowo 平衡 , 沿 X,Y 轴 的 分 量 为 
AMx = —mlfy + {(mh + mali) fx sing + [2mh (21 + h) wð 
— (mh + ml) fy] cos e] cos ç 
AMy = mifx + {(mh + ml) fx sinp + [2mh (21 + h) way 
— (mh +m.) fy]cos e) sin ç (8.4.29) 
分 别 几 种 情况 讨论 : 


1) fx, fy, fz 均 为 常 值 
将 式 (8.4.29) 对 p 平均 化 后 , 得 到 


(AMx) = mh (21 + h) wa — š [m (21 + h) + mıh] fy 
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(AMy) = š [m (21 + h) + muli] fx (8.4.30) 


2) 载体 沿 径 向 做 2wo 频率 的 线 振动 
将 式 (8.4.12) 表示 的 比 力 代 入 式 (8.4.29), 对 ç 平均 化 后 得 到 以 复数 Au 表示 
的 附加 平均 力矩 矢量 
Aw = (mh + mil) bwBei($ 0) (8.4.31) 
上 式 与 式 (8.4.13) 类 似 , 仅 mili 被 (mh + m) 代替 . 如 选择 h, 等 参数 使 满足 
以 下 条 件 
L= smh (8.4.32) 
mı 
则 陀螺 可 免除 载体 沿 径 向 2wo 频率 的 线 振 动 干扰 . 但 由 于 ma < m, 此 条 件 要 求 平 
衡 环 的 偏心 距 极 大 , 实际 上 难以 实现 . 
8.4.3” 扭 杆 轴 不 相交 的 双环 调谐 陀螺 
讨论 带 有 内 、 外 扭 杆 轴 不 相交 的 双 平 衡 环 的 调谐 陀螺 . 为 不 影响 转子 自由 转动 ， 
二 平衡 环 中 第 一 环 的 内 扭 杆 必须 与 第 二 环 的 外 扭 杆 共 轴 , 第 一 环 的 外 扭 杆 必须 与 第 
二 环 的 内 扭 杆 共 轴 . 以 mj,1;,h; (i = 1,2) 表示 第 j 环 的 质量 、 偏 心 距 和 不 相交 距 
离 . 上 述 运 动 学 条 件 要 求 满足 
hi = —hz (8.4.33) 


载体 沿 径 向 做 2wo 频率 的 线 振动 时 , 利用 式 (8.4.31) 导出 双 平衡 环 对 转子 的 合 
力矩 


2 2 
Au = Awy = bwet- y” (—1) + (mh; + m;l;) (8.4.34) 


j=1 j=1 


从 而 得 到 双环 调谐 陀螺 免除 载体 2wo 频率 线 振动 影响 的 无 干扰 条 件 
2 
DD (mh; + mb) = 0 (8.4.35) 
j=1 
将 式 (8.4.33) 代入 后 , 此 条 件 化 作 


mala — mali = 2mh ` (8.4.36) 


设 双环 调谐 陀螺 的 二 平衡 环 外 形 和 质量 相同 , 且 上 下 对 称 配置 , 转子 质心 位 于 两 环 
质心 连 线 的 中 点 ( 见 图 8.14), 则 有 


m =m, lh =- (8.4.37) 
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只 要 选择 内 、 外 扭 杆 的 不 相交 距离 h, 使 满 
足 

m= mh 
则 条 件 (8.4.36) 自然 满足 ， 如 二 平衡 环 的 其 
他 参数 同时 满足 条 件 (8.3.44), 则 此 双环 调谐 
陀螺 可 同时 免除 载体 的 二 倍 旋转 频率 的 角 振 图 8.14 外 扭 杆 轴 不 相交 的 
动 和 线 振动 的 干扰 . 双环 调谐 陀螺 


(8.4.38) 


85 ”调谐 陀螺 的 章 动 理 论 


8.5.1 ”动力 学 方程 


讨论 调谐 陀螺 的 章 动 理论 时 宜 改 用 卡尔 丹 角 o, 8, 代替 进 动 理论 中 使 用 过 的 欧 
拉 角 5 和 y 作为 转子 极 轴 相 对 (O - EnG) 的 角度 坐标 . 设 (O — Ene) 绕 ç 轴 转 动 
a 角 后 的 位 置 为 (O - mQ), 再 绕 m 轴 转 动 6 角 后 的 位 置 为 转子 的 莱 查 坐标 系 
(oO xy2), Z 轴 与 转子 极 轴 zx 重合 ( 见 图 8.15). 坐标 系 之 间 的 关系 为 


a 有 
(O-n) 一 (O-&mQ) 一 (O-XYZ) 
E£ mY 


图 8.15 ”确定 转子 极 轴 的 卡尔 丹 角 


讨论 小 偏 角 运动 时 , 仅 保留 o, 8 的 一 次 项 , (O — XY Z) 与 (O — Eng) 之 间 的 方 
向 余弦 矩阵 简化 为 
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1 0 £ 
cz-| o 1 -a (85.1) 
-f a 1 


为 推导 角度 坐标 a, p 与 扭 角 y, 6 之 间 的 关系 , 将 相对 (O — mü) 的 方向 余弦 矩 
阵 (8.3.3) 变换 为 相对 (O — EnC) 坐标 系 . 设 基 座 静止 , (O 一 Ent) 为 惯性 坐标 系 , 转 
子 的 绝对 转角 为 wot, 得 到 


coswot 一 sinwot ?7sinwaot 一 6coswot 
Ce = | sinwot coswot 一 Ycoswot 一 5sinwot (8.5.2) 
ó 了 1 


利用 z, 轴 与 Z 轴 重 合 条 件 , 2 EBE (8.5.1) 与 (8.5.2) 的 第 三 列 元 素 一 一 相等 , F 
出 内 、 外 扭 杆 的 扭 角 杆 的 扭 角 +, ó 与 a,6 之 间 的 运动 学 关系 


7 一 acoswot 十 Bsinwot 


(8.5.3) 
ó = a sinwot — B coswot 
HERRAR (8.3.14), 导出 平衡 环 角速度 o) 在 (O — zyz) 轴 系 中 的 投影 
wiz = (G 十 woB) coswot + (8 _ wa) sin wot 
wiy = wo (acoswot + B sin wot) (8.5.4) 


Wiz = WO 


重复 上 一 节 的 推导 , 得 到 平衡 环 作用 于 转子 的 约束 力矩 L, 在 (O — XY Z) 轴 系 中 
的 投影 


Lax = -AKo — D (à+ wob) — šA: (&+ wob) - S Mab 
+ E cos 2wot + F sin 2wot 
Lay = -AK6 - D ($ - wa) — s (5-woa)+ ja (8.5.5) 
+ Esin 2wot — F cos 2wot 
Laz = Mm 
其 中 AK 定义 同 式 (8.3.24), 函数 E, F 定义 为 


E= š [4 (ë +w) + (QA, — C1 )wga — Map] 
F= ; [4 (ë = wå) +241- C1) wB + Mao] (8.5.6) 
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仍 以 pa 表示 (O — XY Z) 坐标 系 的 角速度 , 即 陀螺 的 漂移 角速度 
RNa = àX? + $Y? (8.5.7) 


在 章 动 理论 中 , 转子 相对 O 点 的 动量 矩 H 必须 计 入 进 动 理 论 中 被 忽略 的 赤道 惯性 
4E A, 写作 
H = AàX° + AŻY? + Co Z° (8.5.8) 
气体 阻尼 力矩 Ma 中 必须 考虑 进 动 理论 中 忽略 了 的 转子 绕 赤 道 轴 转动 的 阻尼 效应 . 
设 Do 和 D, 为 绕 极 轴 和 赤道 轴 的 阻尼 力矩 系数 ，Ma 在 (O — XY Z) 轴 系 中 的 投 
影 为 
Ma=-D, (ax? + $Y?) — Dowo Z° (8.5.9) 


将 (8.5.7), (8.5.8), (8.5.9) 等 式 代入 转子 的 欧 拉 方程 


ETN xH=L+Ma (8.5.10) 
导出 转子 的 动力 学 方程 组 
A + Cð = -AKa — Dià — D (à + wp) — šA [ë + 2260) -Map 
+ E cos 2wot + F sin 2wot (8.5.11a) 
AÖ- Cuoa= -AKP — Di) — D ($ - woa) - A (Ë - 26) + Z Mma 
+ Esin 2wot — F cos 2wot (8.5.11b) 
Dowo = Mm (8.5.11c) 


将 式 (8.5.11c) 代入 方程 (8.5.11a)(8.5.11b), 引入 复 变量 z 
z=a+iß (8.5.12) 


改造 为 复数 形式 的 周期 变 系数 线性 方程 


2 
£ š š 
一 {412 + i2A1woż — [(2A1 — C1) wo ~ iDo] woz} e2%%t (8.5.13) 


epp es 
Aë — iCwoż = -3412 — (D + Di — iA1wo) ż — [ax -w (p+ 2) z 


式 中 z 为 z HREAN. 
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8.5.2 ” 渐 近 解 基本 方程 
用 渐 近 法 计算 方程 (8.5.13) 的 近似 解 . 将 平衡 环 与 转子 的 赤道 惯性 矩 之 比 取 作 
小 参数 < 
E 一 2 (8.5.14) 
设 陀螺 的 阻尼 系数 和 剩余 刚度 都 很 小 , D, Do, D, 与 Awo 同 数量 级 , AK 与 Awg 


同 数量 级 . 定义 以 下 量 纲 为 一 的 量 


二 Cı ka AK 
= r T = Az 
saD D D, (8.5.15) 
T Aw’? O Awo’ Aiwo 
方程 (8.5.13) 改写 为 
Z — iu; = f; E+(6 +ó) —i)woż + |< (8+ $)] ez 
+ 3 [Ë + i2woż — (2 — Xa — i60) wêz] ezet) (8.5.16) 
其 中 v 为 转子 的 章 动 频率 
v= = (8.5.17) 


第 7 章 中 叙述 了 高 速 旋转 陀螺 仪 的 普遍 运动 规律 是 进 动 与 章 动 的 全 加 , 前 者 
缓慢 变化 , 后 者 是 高 频 微 幅 振动 . 此 结论 不 仅 适合 于 万 向 支架 陀螺 , 也 符合 对 调谐 
陀螺 的 观测 结果 . 为 便于 分 析 两 种 速度 相差 悬殊 的 过 程 同 时 发 生 的 运动 规律 , 应 用 
双重 时 间 尺 度 概念 . 定义 r 为 尺度 缩小 的 时 间 变量 


r= et (8.5.18) 
将 + 和 + 视 为 独立 变量 , 分 别 为 慢 变 过 程 和 快 变 过 程 的 自 变量 . 渐 近 解 的 一 般 形 式 


规定 为 进 动 解 z, 和 章 动 解 z, 之 和 , 前 者 为 慢 变 过 程 , 写作 7 的 函数 , 后 者 为 快 变 
过 程 , 由 于 章 动 振幅 也 可 能 缓慢 变化 而 视 为 + 和 t 的 二 元 函数 


z = zp (z) + 2a (rz, t) (8.5.19) 


将 上 式 代入 方程 (8.5.16), 将 z, 对 时 间 的 导数 写作 全 微分 形式 


da _ Brn | Bm 


+ (8.5.20) 


导出 以 下 渐 近 解 基本 方程 


(2: - a om) -ive Ë + (s+ ° +ian) >| 
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ó 


2 52 Ort 2 
1[82z, ,Bz ; "PAP 
+3 [ F. tiwo (2 — À — iðo) w (Z + s): ) +e (8.5.21) 


省 略 号 表示 e? 以 上 的 高 次 项 . 
8.5.3 ” 快 变 过 程 与 章 动 稳定 性 

方程 (8.5.21) 包含 时 间 尺 度 相 差 悬 殊 的 章 动 和 进 动 两 种 过 程 ， 讨 论 由 快 变量 
za 描述 的 章 动 过 程 时 , 可 以 近似 忽略 慢 变量 zp 的 进 动 过 程 . 仅 保留 e 的 一 次 项 , 其 
动力 学 方程 为 


如 18?zn .202zn Ç Ozn 
=-ef} Rr t orot +É+à-i(l+2)e6 = 


272 iv- 


. ÁY] 2, , 1[92z, o, 8 和 
+ [ei(s+ 9) | + 入 + i2wo t 
— (2 — à — iôo) we (Zp + Za) | } (8.5.22) 


将 e = 0 情形 作为 零 次 近似 , 即 陀螺 免除 平衡 环 约束 和 介质 阻尼 的 理想 自由 状态 . 
从 方程 (8.5.21) 派生 出 零 次 近似 方程 


ž- iv = (8.5.23) 
解 出 零 次 近似 解 z, (0, 为 频率 v 的 等 幅 振动 
za (0, t) = Zeit (8.5.24) 


此 零 次 近似 运动 规律 表示 陀螺 极 轴 在 指向 不 变 的 平均 位 置 附近 章 动 . 
将 零 次 近似 解 (8.5.24) 代入 方程 (8.5.22) 的 右边 , 得 到 一 次 近似 方程 


2 
Pe = iwa =e f: Ë + (M+iN) z] et 十 3 (2 — A1 — i60) wzpei2ent 
+ 3 A-2) +2- A — iñ] Ze (8.5.25) 
RP M,N 定义 为 


M= 甸 |A-D5+)X6 -外 
入 | ' 引 (8.5.26) 
N 


= RAA- 2A] 
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章 动 方程 (8.5.25) 右边 第 一 项 频率 为 v 的 周期 激励 项 的 存在 , 可 使 解 中 出 现 随时 间 
不 断 增 长 的 久 期 项 . 为 消除 此 久 期 项 , 必须 令 上 述 非 齐 次 项 的 系数 为 零 , 导致 以 下 


微分 方程 ni 


g +M +iN)Z=0 (8.5.27) 
此 方程 确定 章 动 振幅 2 随 + 的 慢 变 规律 
Z (r) = Z (0) e(M+IN)r (8.5.28) 


解 的 稳定 性 取决 于 实 指数 M 的 符号 . M > 0 时 Z 按 指数 规律 向 零 趋 近 . 此 时 章 动 
运动 在 扭 杆 内 摩擦 和 气体 阻尼 的 共同 作用 下 逐渐 衰减 而 消失 , 随后 转子 绕 极 轴 匀 速 
自转 , 同时 极 轴 按 式 (8.5.28) 确定 的 规律 在 惯性 空间 中 进 动 . 章 动 阻尼 的 时 间 常 数 
Tn 为 eM 的 倒数 , 即 
c 

= X(D+ D.) = (D + 0.5D) 
与 进 动 的 阻尼 过 程 不 同 ， 章 动 阻尼 时 间 常 数 不 仅 取决 于 转子 的 极 惯 性 矩 C 和 阻尼 
系数 D, Do, D1, 而 且 与 转子 的 赤道 惯性 矩 4 有 关 . 如 M < 0, 则 扭 杆 和 气体 的 阻 
尼 作 用 使 章 动 振幅 不 断 增长 , 转子 将 逐渐 倾覆. 

引入 符号 p,o 表示 各 阻尼 系数 的 相对 比值 


To (8.5.29) 


nE B 让 m (8.5.30) 
则 章 动 稳定 性 判 据 可 写作 
和 -1+(p -05)c - 5 BAR (8.5.31) 


1 = 
7 


图 8.16 (0, 和 ) 参数 平面 中 的 稳定 域 8.17 稳定 域 的 边界 曲线 族 
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8.16 给 出 p = 1 时 (a, X) 参数 平面 上 按 判 据 (8.5.31) 划分 的 稳定 域 . 图 8.17 是 
以 p 为 参 变量 的 稳定 域 边界 曲线 族 . 陀螺 在 真空 中 运转 , 仅 考虑 扭 杆 的 内 阻尼 时 ， 
o=p=0, 条 件 (8.5.31) 简化 为 


a>?! C>A 渐进 稳定 
<1 C<A 不 稳定 


随 着 气体 介质 阻尼 作用 的 增 大 , 稳定 区 也 逐渐 扩大 , 参数 a 愈 大 稳定 域 的 扩大 愈 
显著 . 

章 动 方程 (8.5.25) 右边 第 三 项 为 2wo — v 频率 的 激励 , 幅 值 与 复数 Z 成 正比 . 
此 项 激励 随 自由 振动 的 衰减 而 消失 . 陀螺 仅 受 到 第 二 项 2wo 频率 的 持续 激励 , 所 激 
起 的 2wo 频率 受 迫 振动 特 解 所 描述 的 运动 为 不 随时 间 衰 减 的 持续 章 动 


(8.5.32) 


z == Ez] az el2e0t (8.5.33) 
其 有 量 纲 形式 为 
了 ai2wo 
z = -i [(241 — C1) — iMm] (8.5.34) 


8.5.4 ” 慢 变 过 程 与 章 动 漂移 
方程 (8.5.21) 左边 第 二 项 为 确定 z, 变化 规律 的 进 动 方程 , 其 有 量 纲 形式 为 
S+ (# + 学 ) z = 0 (8.5.35) 
参数 工 和 AK 的 定义 见 式 (8.3.24) 和 (8.3.30). 方程 (8.5.35) 存在 指数 函数 解 
zp = zp (0) exp É (4 $ 对 ) 中 (8.5.36) 


与 进 动 理 论 中 的 式 (8.3.29a), (8.3.29b) 比较 , 式 (8.5.36) 所 确定 的 运动 即 调谐 陀螺 
的 进 动 规律 . 

讨论 快 变量 z 描述 的 章 动 对 慢 变 量 z, 描述 的 进 动 的 影响 时 , 仅 须 考虑 快 变 
过 程 的 平均 效应 . 为 此 将 已 解 出 的 z 的 快 变 过 程 解 (8.5.34) 代入 方程 (8.5.22) 的 
右 项 . 在 每 个 振动 周期 Ta = x/wo 内 平均 化 . 则 陀螺 的 进 动 方程 (8.5.35) 的 右边 出 
现 附加 项 , 变 为 


dæ [1 iAK i [QA - 0) w + D3 
Pn + 位 + T -zl QAO) z% = 0 (8.5.37) 
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此 方程 的 解 确 定 二 次 近似 的 陀螺 进 动 规律 
š i 2 
-moen 仁 (人 + 部 ) -7 == J) (8.5.38) 
增加 的 部 分 是 由 2wo 频率 受 迫 振 动 所 引起 的 附加 进 动 , 进 动 角速度 即 陀螺 的 漂移 
率 , 其 最 大 值 记 作 Na, 即 调谐 陀螺 的 章 动 漂移 率 


-Qw + D? 
m=% (0)| = a == 2t) 四 


产生 章 动 漂移 现象 的 物理 原因 是 转子 做 二 倍 旋转 频率 受 迫 振动 时 带动 平衡 环 
一 同 运动 , 使 平衡 环 产生 附加 惯性 力矩 , 此 力矩 受到 扭 押运 动 相同 频率 的 “整流 ” fE 
用 而 形成 常 值 平均 力矩 作用 在 转子 上 所 引起 . 它 类 似 于 7.3.2 节 中 令 述 的 万 向 支架 
陀螺 的 章 动 漂移 , 但 不 完全 相同 . 后 者 来 源 于 频率 为 v 的 自由 振动 , 漂移 率 是 起 始 
偏 角 及 其 导数 的 三 阶 微量 , 其 效果 比 上 述 调谐 陀螺 章 动 漂移 微弱 . 

考虑 上 述 章 动 漂移 因素 , 调谐 条 件 应 改 为 


(8.5.39) 


2 
人 - 2) w+ m =0 (8.5.40) 

一 般 情况 下 , 章 动 漂移 附加 项 极 小 . 但 如 不 恰当 地 使 转子 的 固有 频率 接近 2wo, 使 
2wo 频率 受 迫 振动 的 振幅 急剧 增 大 , 则 章 动 漂移 附加 项 亦 随 之 增 大 . 

对 于 多 环 调谐 陀螺 , 仅 须 将 式 (8.5.34) 中 的 wot 改 为 wot + (j — 1) r/m, Mm 改 
为 Mmj, 即 适用 于 第 j 环 . n 个 平衡 环 同时 作用 时 , 转子 的 受 迫 振动 为 各 环 单 独 作 
用 的 又 加 

过 全 aO s = 10} Si (24; — Oj) uê — iMmj] exp = (>) (8.5.41) 


如 果 条 件 (8.3.44) 满足 , 上 式 表 示 的 受 迫 振动 亦 抵消 为 等. 因此 多 环 调谐 陀螺 不 仅 
能 消除 载体 二 倍 旋转 频率 角 振动 引起 的 受 迫 振动 , 而 且 能 同时 消除 由 于 受 迫 振动 与 
平衡 环 扭 摆 运动 耦合 产生 的 章 动 漂移 现象 . 
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陀螺 仪 的 传统 支承 方式 为 万 向 支架 的 内 外 环 装 置 . 随 着 对 陀螺 仪 精度 要 求 的 不 
断 提 高 ,为 克服 内 外 环 轴承 中 的 摩擦 而 采取 的 各 种 措施 构成 陀螺 仪 技术 的 发 展 史 . 
如 利用 液体 浮力 或 气体 润滑 减 小 轴承 压力 , 形成 液 浮 或 气 浮 陀 螺 仪 , 利用 磁 轴 承 代 
蔡 滚 珠 轴承 形成 磁浮 陀螺 仪 等 . 但 只 要 有 轴承 存在 , 摩擦 力 就 不 可 能 完全 消除 . 而 
且 内 外 环 的 惯性 和 弹性 也 是 导致 陀螺 漂移 的 重要 因素 . 第 8 章 讨论 的 搁 性 陀螺 用 
HARER, 仍 不 能 完全 免除 支承 的 弹性 约束 * 转子 陀螺 是 仅 由 转子 单独 构成 的 
陀螺 仪 . 初期 的 支承 方案 为 尖 点 接触 或 球 镜 支 承 , 最 理想 的 转子 陀螺 采用 免除 任何 
约束 的 无 接触 支承 方式 . 随 着 技术 的 发 展 , 这 种 支承 方式 已 从 理想 转变 为 现实 , k 
承 的 动力 来 自 静 电场 或 磁场 .静电 支承 陀螺 是 已 用 于 惯性 导航 系统 的 最 高 精度 陀 
螺 仪 . 转子 陀螺 的 力学 模型 是 理想 的 绕 定点 转动 刚体 ,其 理论 分 析 不 同 于 此 前 针对 
框架 陀螺 的 进 动 理论 和 章 动 理论 . 本 章 首 先 讨论 接近 球形 的 刚体 转子 受 静 电 引 力 场 
作用 的 支承 力 和 干扰 力 外 的 计算 . 引入 适合 描述 转子 陀螺 运动 的 正则 变量 概念 ,以 
代替 传统 使 用 的 欧 拉 方程 . 然后 讨论 转子 陀螺 的 稳 态 运动 和 各 种 非 稳 态 运动 . 分 析 
各 种 干扰 引起 的 陀螺 漂移 以 及 转子 陀螺 特有 的 阻尼 问题 和 跟踪 问题 . 


91 转子 陀螺 的 特点 


无 万 向 支架 , 仅 由 转子 单独 构成 的 陀螺 仪 称 为 转子 陀螺 . 转子 陀螺 初期 的 支承 
方式 为 尖 点 接触 (图 9.1(a)) 或 线 接触 (图 9.1(b)), 1866 年 的 弗 勒 里 埃 陀 螺 地 平 仪 
就 采用 了 尖 点 接触 支承 . 球 铵 支承 为 尖 点 接触 的 改进 , 即 利用 气体 或 液体 润滑 膜 将 
转子 支承 在 球 轴承 上 (图 9.1(c)). 第 8 章 中 令 述 的 万 向 接头 支承 如 忽略 零件 质量 ， 
也 可 近似 地 视 为 球 铵 支承 的 转子 陀螺 (图 9.1(d)). 无 接触 支承 , 即 利用 静电 场 或 磁 
场 使 球形 转子 悬浮 在 真空 球 腔 内 是 转子 陀螺 最 理想 的 支承 方式 (图 9.1(e)). 静电 支 
承 的 转子 陀螺 是 目前 实际 应 用 的 最 高 精度 的 陀螺 仪 . 


EO EA AIA CAG, 
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图 9.1 转子 陀螺 的 各 种 支承 方式 
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转子 陀螺 具有 以 下 特点 : 

1) 力矩 直接 作用 于 转子 而 不 须 通过 万 向 支架 的 力矩 传递 链 ， 不 存在 由 于 万 向 
支架 约束 所 引起 的 运动 和 动力 学 误差. 

2) 驱动 力矩 不 能 保证 与 极 轴 方 向 一 致 . 驱动 后 的 转子 做 复杂 的 定点 运动 , 必须 
依靠 特殊 的 阻尼 措施 过 渡 为 绕 极 轴 旋 转 的 稳 态 运动 . 

3) 转子 无 确定 的 旋转 轴 , 仅 在 绕 极 轴 旋 转 的 稳 态 运动 状态 下 , 方 有 可 能 利用 
进 动 方程 分 析 转子 的 运动 . 一 般 情 况 下 , 不 能 根据 进 动 理论 判断 力矩 对 转子 的 作用 
效果 . 

4) 无 约束 转子 的 转动 不 受 限制 . 极 轴 偏 转 的 幅度 很 大 时 不 允许 对 动力 学 方程 

pisia 

5) 静电 场 或 磁场 对 球形 转子 的 引力 沿 转子 表面 的 法 线 ， 对 于 理想 球形 转子 不 
构成 对 球 心 的 力矩 . 转子 表面 对 球面 的 偏离 是 导致 干扰 力矩 发 生 的 根本 原因 . 

6) 理想 状态 下 转子 的 质心 与 球 心 重合 . 质心 对 球 心 的 轴 向 偏 移 产生 陀螺 摆 效 
应 , 径 向 偏 移 迫使 质心 在 垂直 极 轴 的 平面 内 做 侧 摆 运 动 . 这 种 运动 可 被 用 于 检测 极 
轴 的 方位 . 

7) 如 壳 体 持续 对 转子 施加 驱动 力矩 , 则 出 现 转子 跟踪 壳 体 的 特殊 现象. 


“ 9.2， 转子 院 螺 的 支承 力 和 干扰 力矩 


9.2.1 ” 准 球形 转子 的 表面 力 和 力矩 


转子 陀螺 的 支承 力 是 由 引力 场 对 转子 产生 的 表面 力 实现 的 .理想 的 转子 陀螺 
具有 球形 外 表面 , 但 由 于 加 工 工艺 误差 和 高 速 旋转 时 的 离心 变形 , 转子 陀螺 的 实际 
外 形 可 能 偏离 球面 ， 将 这 种 与 球形 有 微小 差别 的 转子 称 作 准 球形 转子 ， 设 准 球形 
转子 为 相对 极 轴 对 称 的 旋转 体 , (O — zyz) 为 转子 的 以 几何 中 心 O 为 原点 的 主轴 
BRR, z 轴 为 极 轴 , 基 矢 量 为 k， 转 子 表面 任意 点 P 在 (O - zyz) 中 的 位 置 以 
相对 O 点 的 矢 径 r 和 球 坐 标 9,9,7 表示 . 以 已 为 原点 建立 与 球 坐 标 对 应 的 坐标 
系 (P 一 9gr), ó 轴 和 7 轴 分 别 沿 P 点 的 纬 线 和 矢 径 方向 ( 见 图 9.2). 再 以 子午 线 
的 切线 、 主 法 线 和 次 法 线 为 坐标 轴 , 建立 P 点 处 子午 线 的 弗 莱 纳 (Frenet) 坐标 系 
(P - ton), 其 中 t 轴 和 n 轴 分 别 为 切线 轴 和 主 法 线 轴 , 次 法 线 轴 o 与 球 坐标 轴 相 
同 . 转子 为 理想 球形 时 , (P — tón) 与 (P — gdr) 完全 重合 . 准 球形 转子 与 球面 稍 有 
偏离 , (P — tón) 相对 (P — gdr) 在 P 点 的 子午 面 内 绕 ó 轴 转 过 微小 角度 e( 见 图 
9.3). 以 09, G°, r°, t, n? 表示 各 坐标 轴 的 基 矢 量 , 由 于 矢量 r° x mo 与 ro x k 均 沿 
纬 线 方向 , 有 


r? xn? yx E 
EET MEIT (9.21) 
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其 中 


Ir xmo|=sine，|r2xk|=sing (9.2.2) 


图 9.2 ”转子 表面 各 点 的 球 坐标 图 9.3 ” 弗 菜 纳 坐 标 轴 相 对 球 坐 标 轴 的 偏转 


e 极 小 时 , sine 近似 等 于 tane = dr/rdb, 导出 
xn’ = 二 (5) r xk (9.2.3) 


š p (0, @) 为 转子 表面 的 支承 力 场 强度 , 沿 曲面 的 法 线 方向 , P 点 处 微 元 面积 dc 上 
作用 的 支承 力 dF 和 对 O 点 的 力矩 dM 分 别 为 


dF =pn°do, dM = (rr° x pn?) do (9.2.4) 


计算 支承 力 dF 时 可 忽略 转子 的 非 球形 , 近似 以 r0 代替 mn0. 力矩 dM PH rxn? 
以 式 (9.2.3) 代入 , 得 到 


dF = prodc (9.2.5a) 
p /dr 
dM = 2 (z) (r° x k) do (9.2.5b) 


设 腔 体 是 以 Oo 为 球 心 的 理想 球形 , (Oo — En) 是 以 Oo 为 原点 固 结 于 球 腔 的 
参考 坐标 系 , 以 E, n, 6? 为 基 矢 量 . 将 (Oo — En) 的 原点 移 至 O 点 , 利用 1.1.4 节 
定义 的 卡尔 丹 角 a,6 表示 z 轴 在 (O — &nC) PREA ( 见 图 9.4). 转动 次 序 为 

a 8 
(O-En¢) 一 (O-zoyoz0) 一 (O- =zwz) 
&,zo YoY 
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图 9.4 转子 极 轴 相 对 球 腔 的 卡尔 丹 角 


z 轴 的 基 矢 量 k 在 (O - Ene) 中 的 投影 式 由 矩阵 (1.1.18) 的 第 3 列 确定 

k = sin8&9 — cos (sin an? — cos ag?) (9.2.6) 
设 P 点 在 球 腔 坐 标 系 (O — EnG) 中 的 位 置 以 球 坐 标 6, o, r 表示 ( 见 图 9.5)%, 则 矢 
径 方向 的 基 矢 量 r° 在 (O — Enl) 中 的 投影 式 为 

T° = sinó (cospé" + singn?) + cosg60 (9.2.7) 
将 上 式 代 入 式 (9.2.5a), 在 转子 表面 的 支承 力 场 S 的 范围 内 积分 , 得 到 总 支承 力 F 
在 (O — Ent) 中 的 投影 


FR = 由 seesvan 


s 


F, = [|p 9 sia ae (9.2.8) 
s 


Fe = || pcosódo 

l 
转子 表面 S 的 几何 形状 由 函数 r (0) 确定 (LE 9.6), 将 r (0) 展 成 的 余弦 级 数 ， 
得 到 


r (0) = x an cosn0 (9.2.9) 
=0 


O P 点 在 球 腔 举 标 系 (Oo 一 EnG) 中 的 球 坐 标 以 8, pr 表示 , 区 别 于 在 转子 坐标 系 (O 一 zyz) 中 的 
RRR 0,ó, r. 


第 9 章 转子 陀螺 “221 


~ pA 


图 9.5 P 点 相对 球 腔 的 球 坐 标 图 9.6 转子 表面 的 几何 形状 


在 级 数 的 各 次 谐 波 中 , 一 次 谐 波 对 应 于 转子 沿 极 轴 方向 的 刚体 位 移 , 二 次 谐 波 由 转 
子 的 离心 变形 引起 , 三 次 以 上 的 谐 波 来 源 于 加 工 工艺 误差 . 若 仅 考虑 影响 较 大 的 离 
心 变形 , 式 (9.2.8) 简化 为 

r (0) = ro + acos 20 (9.2.10) 


其 中 ro 为 变形 前 的 转子 半径 , a 为 最 大 离心 变形 . 将 式 (9.2.6), (9.2.7), (9.2.10) 代 


AR (9.2.5b), 在 支承 力 场 S 的 范围 内 积分 , 得 到 转子 的 表面 力 对 O 点 的 合力 矩 在 
(O — Ent) 中 的 投影 


Me = -sa JoeosB (inacos? + cosasin ó sin y)do (9.2.11a) 

M, = 4a [| py (cosa cos psin 9 cosp — sinBcost)do (9.2.11b) 
s 

M = 4a [| pysin 8 (sin Bsin p+ sina cos Bcosç)de (9.2.11c) 
s 


其 中 y = cos9 28 r 轴 与 z 轴 之 间 的 方向 余弦 
y = T° . k = sinó (sin cos% — sin a cos B sin g) + cos æ cos 8 cos Ù (9.2.12) 


支承 力 场 强度 p 随 球面 上 各 点 的 位 置 变化 , 可 写作 a, 8,53,y 的 函数 . 其 变化 规律 
确定 以 后 , 代入 式 (9.2.8) 和 (9.2.11), 以 V, 为 积分 变量 , 积分 得 到 的 合力 和 合力 
HX a 和 6 的 函数 . 从 而 确定 准 球形 转子 的 支承 力 和 干扰 力矩 与 极 轴 相对 球 腔 位 
置 之 间 的 对 应 关系 . 


9.2.2 ”静电 支承 的 控制 规律 


利用 静电 场 引力 支承 的 转子 陀螺 称 为 静电 陀螺 , 由 悬浮 在 金属 球 腔 内 的 薄 壁 
或 实心 金属 球形 转子 构成 ， 球 腕 作为 正 多 面体 的 外 接 球面 划分 为 相互 绝缘 的 金属 


.222. 陀螺 力学 (第 二 版 ) 


电极 , 如 正六 面体 或 正八 面体 . 以 正六 面体 电极 为 例 , 共有 6 REIR, WE Si(i = 
1,2,… ,6), 其 中 沿 ¢ 轴 的 一 对 电极 记 作 51,2， 正 六 面体 的 电极 坐标 系 (Oo — ENC) 
的 各 坐标 轴 指 向 各 电极 的 几何 中 心 ( 见 图 9.7, S, 在 图 背面 ). 转子 依靠 与 电极 之 间 
的 静电 引力 悬浮 在 腔 体 的 中 央 . 

设 转子 几何 中 心 O 相对 Oo 的 位 移 为 。, 在 (O — Ent) 中 的 投影 式 为 


e = e1Ẹ? + ezn? 二 es60 (9.2.13) 


将 转子 表面 任意 点 已 相对 O 点 的 矢 径 r 延长 与 腔 体 表面 交 于 Q 点 , 将 PEQ 点 
的 长 度 定义 为 P 点 处 转子 与 腔 体 的 间隙 , 以 h 表示 . BRA Q 点 相对 Oo 的 矢 
径 , 根据 图 9.8 可 看 出 

=(R-—r- e): r° (9.2.14) 


图 9.7 正六 面体 电极 图 9.8 电极 腔 体 中 的 准 球形 转子 


转子 位 移 极 小 时 , 可 近似 认为 R 与 r 方向 一 致 . 将 (9.2.7), (9.2.10), (9.2.13) 等 式 
代入 上 式 , 导出 


h = R- ro — a (27? — 1) — (e1 cos @ + eə sin p) sin $ — es cos (9.2.15) 


令 ho = R — ro 为 转子 的 居中 状态 , 即 无 位 移 和 变形 时 的 间隙 值 , 定义 以 下 量 纲 为 
一 的 量 
g 一 K (i= 1,2,3) (9.2.16) 


将 式 (9.2.15) 改写 为 


h = ho [1 — ô (27? — 1) — (e1 cosp + ezsin p) sin V — £3 cosd] (9.2.17) 
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金属 转子 与 6 块 电极 构成 6 个 球面 电容 器 , 二 者 之 间 的 静电 引力 取决 于 电容 
器 的 电压 . 设 第 ; 块 电极 S, 与 转子 之 间 的 电压 为 Vj, 介 电 常数 为 co 近似 利用 平 
板 电容 器 公式 描述 球面 电容 器 的 静电 引力 , 导出 电极 S, 的 支承 力 场 强度 pj 

2 
n=% 的 (9.2.18) 

由 于 p; 与 间隙 h 的 平方 成 反比 , 静电 引力 随 间隙 的 减 小 而 增 大 , 因此 转子 在 电极 
腔 内 不 可 能 有 稳定 的 平衡 状态 存在 .转子 的 稳定 悬浮 状态 必须 依靠 支承 控制 系统 
保证 . 此 支承 系统 随 间隙 的 变化 调整 电极 的 电压 , 使 静电 引力 随 间隙 的 减 小 而 减 小 . 
方 能 使 静电 支承 具备 与 机 械 弹簧 相同 的 功能 . 

设 电极 S; 的 电容 为 Cj, 其 计算 公式 为 


z Jf E (9.2.19) 


S; 
将 间隙 变化 规律 (9.2.17) RAER, 只 保留 ó, si 的 一 阶 微量 , 导出 


C; = O Ë £ £ II E(a, 0,0, wao] (9.2.20) 


其 中 Co 为 转子 居中 状态 的 电极 电容 . 设 So 为 电极 面积 , po 为 转子 居中 时 的 引力 
场 强度 , 则 有 


S WY 
G= m= z ($) (9.2.21) 


A (9.2.20) 中 的 被 积 函数 定义 为 
E = ó (2-? — 1) + (e1 cosp + e2 sin p) sin V + e3 cos (9.2.22) 
将 检测 到 的 电容 变化 AC, = C; — Co 输入 控制 系统 , 产生 电压 增 量 AV;, 控制 规 


律 为 
= ë - (2) = -g (|| 2682o) (9.2.23) 


Š, 
其 中 k 为 控制 系统 的 放大 系数 .以 电极 51, 为 例 , 图 9.9 为 控制 系统 的 示意 图 , 其 


中 AC1z = =AC, AVi,2 = FAV. 利用 上 述 电压 值 计 算 引 力 场 强度 p, 再 代入 式 
(9.2.8) 和 (9.2.11), 即 得 到 引力 的 合力 和 对 o 点 的 合力 矩 . 
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图 9.9 支承 控制 系统 
9.2.3 ”静电 支承 刚度 
将 式 (9.2.17), (9.2.23) 代入 式 (9.2.18) 计算 各 电极 的 引力 场 强度 , 得 到 
=p (1+2E) (sJ Eaa) (j=1,2,.….,6) (9.2.24) 


RAR (9.2.8) 计算 各 电极 的 支承 力 , 相 加 后 得 到 总 支承 力 
一 po 2 By I (1 + 2E) sin V cos pdo 
V; 


6 
F = (ë Y (1 +2E)sin vsin pdo (9.2.25) 


j=1 


` 


s. 


x] | (1 + 2E) cos vdo 


将 式 (9.2.23) RAER, 忽略 转子 非 球形 对 支承 力 的 微小 影响 , $ 5 = 0, 积分 
得 到 ? 
F=-Ke (9.2.26) 


其 中 K 为 静电 支承 的 刚度 系数 


K = 2.76 (k — 1.45) (25) (9.2.27) 


O 一 般 情况 下 电极 范围 内 的 曲面 积分 应 采用 数值 方法 , 此 处 引用 文献 [31] 中 用 近似 解析 方法 得 出 的 积 
分 结果 . 
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9.2.4 ”静电 场 干扰 力矩 


9.2.1 节 中 已 说 明 , 理想 球形 转子 由 于 沿 表面 法 线 方向 的 静电 引力 均 通 过 球 心 ， 
不 构成 对 球 心 的 力矩 . 因此 转子 对 球形 的 偏离 是 产生 静电 场 干扰 力矩 的 根本 原因 . 
设 转子 的 质心 与 几何 中 心 O 重合 , 将 式 (9.2.24) 代入 (9.2.11) 式 计算 引力 对 O 点 
的 合力 矩 , 保留 6,ei 的 二 阶 微量 , 相 加 后 得 到 


6 2 
Me = —4ópoho > (ë) Tf y (1 +2E) (sina cos + cos asin 9 sin p) cos fdo 
b 
3 3, 


6 2 
= 4ópoho > (ë) III y (1 + 2E) (cosacos B sin 9 cos — sin 8 cosd)do 
e abr 


6 2 

Mç = 4ópoho > (2) | y (1 + 2ËE) (sin Bsin @ + sina cos ñ cos p) sin Ydo 
£ 0 
j=1 Š; 


(9.2.28) 
将 式 (9.2.23) RAER, 仅 考虑 转子 离心 变形 引起 的 非 球形 ， $ a) = eo = =s = 0, 
从 上 式 积分 得 到 


Me = 2.42a2 (25) sin 4a cost 8 
Mp = 4.84a? (22) (cos? æ cos? 8 — sin? 8) cos asin 28 (9.2.29) 
Mç = 4.84a2 (又 m ) (cos? a cos? 8 — sin? 8) sin æ sin 28 


变换 到 (O — zyz) 坐标 系 , 得 到 


M, = 2.42a2 (22) sin 4a cos? 8 


M, = 4.84a2 (23) [(cos* a + sint a) cos? 8 — sin? 8] sin28 (9.2.30) 
M: =0 
其 中 Me, My 是 引起 陀螺 漂移 的 静电 场 干扰 力矩 , 与 转子 最 大 离心 变形 a 的 平方 成 
比例 . 
9.2.5 ”电极 误差 引起 的 附加 力矩 


静电 陀螺 的 电极 为 两 个 半球 腔 的 组 合 , 在 装配 过 程 中 可 能 出 现 错位 或 高 度 误 
2, 对 电极 -转子 间隙 产生 影响 , 形成 附加 的 静电 场 干 扰 力 矩 . 分 别 讨论 如 下 : 
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1) 电极 错位 误差 A 
设 两 个 半球 电极 的 球 心 O 和 O” W n 轴 朝 相反 方向 有 A, 距离 的 错位 ( 见 图 
9.10), 使 上 下 电极 与 转子 的 间隙 改变 为 


Wh = ho (1+6nsindsing) (9.2.31) 
其 中 h, hr” 分 别 为 上 半球 和 下 半球 与 转子 的 间隙 , ho 为 无 电极 错位 时 转子 居中 的 
间隙 值 , 6 为 A, 的 量 纲 为 一 的 参数 
而 三 = (9.2.32) 
代入 式 (9.2.19) 计算 积分 增 量 , 得 到 
AC; AC” = = J ás sinó sin gdo (9.2.33) 


Š, 
以 分 属 上 半球 和 下 半球 的 电极 1 和 电极 2 为 例 , 其 积分 值 为 零 , 对 电极 电压 的 影响 
可 予 忽略 . 将 力矩 公式 (9.2.28) 中 的 函数 E 以 +ó,sin Vsin yp 代替 , 可 计算 间隙 变 
化 引起 的 静电 场 干扰 力矩 附加 项 . 仍 以 电极 1、2 为 例 , 导出 


2 
(AM...) , =+4ópoho (52) | | 27y6nsindsiny (sin a cos V+cosa sin vsin p) cos Bdo 
Si 


2 
(AM. 2), = +4ópoho (s) J 2-6,, sin 9 sin ç (cos o cos B sin V cos p —sin 8 cos ñ)do 
S12 


2 
(AM1,2), =+4ópoho (52) Jf 2yőņ sin 9 sin ọ (sin 8 sin p+sin a cos ñ cos g) sin Vdo 
0 
S 


1,2 


(9.2.34) 
其 他 电极 被 上 下 半球 一 分 为 二 , 力矩 附加 项 为 被 分 割 两 部 分 的 力矩 积分 之 和 . 
2) 电极 半球 高 误差 
设 两 个 半球 电极 的 球 心 O' 和 O” 沿 ç 轴 距 分 割 面 的 高 度 产生 A, 和 4 误差 
( 见 图 9.11), 间隙 变 化 规律 变 为 


h’ = ho (1 十 本 cos9) 


9.2.35 
h” = ho (1 — óZ cos ð) ( ) 
其 中 6 2 为 At, AU 的 量 纲 为 一 的 参数 
4 , 2 
= (9.2.36) 
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n 


Go p 


图 9.10 ”电极 错位 误差 图 9.11 电极 半球 高 误差 


代入 式 (9.2.19) 计算 积分 增 量 , 以 电极 1 和 电极 2 为 例 , 得 出 


AO. = -名 III ð cos vdo ~ —0.836¢ (i= 1,2) 
o 
Sı 


i (9.2.37) 
0 es i= 
AC = G [| g cosas ~ -0830 G=1,2) 

S2 


半球 高 正 误差 使 电极 1. 2 WIREK, 电容 随 之 减 小 ， 反 之 ， 负 误差 使 间隙 减 小 ， 
电容 增 大 . 一 般 情况 下 , 电极 高 度 误差 对 电容 的 影响 导致 电极 电压 的 变化 . REJE 
公式 (9.2.28) 中 的 函数 E 以 óL cos 或 ó coso 代替 , 且 考虑 由 于 电容 变化 对 电极 
电压 的 影响 , 可 导出 电极 1、2 的 静电 场 干扰 力矩 附加 项 . 其 余 电极 的 力矩 附加 项 为 
被 分 割 两 部 分 的 力矩 积分 之 和 . 


93 刚体 定点 运动 的 状态 变量 描述 


9.3.1 ”状态 变量 方程 组 


欧 拉 方 程 并 非 描述 刚体 绕 定点 运动 的 唯一 数学 形式 ， 法 国 数学 家 塞 莱 (J.A. 
Serret) 和 安道 耶 (H.Andoyer) 分 别 于 1866 年 和 1923 年 提出 , 在 刚体 坐标 系 和 懒 
性 坐标 系 之 间 建 立 与 动量 矩 矢量 相关 联 的 坐标 系 , 刚体 的 姿态 由 刚体 相对 动量 矩 耸 
标 系 的 角度 坐标 和 动量 矩 矢量 相对 惯性 坐标 系 的 角度 坐标 表示 . 所 定义 的 角度 坐 
标 与 动量 矩 模 组 成 描述 刚体 运动 状态 的 状态 变量 "， 塞 莱 -安道 耶 定义 的 状态 变量 

O 关于 状态 变量 的 更 普遍 定义 在 第 13 章 的 13.1.2 节 中 给 出 . 
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用 于 受 微弱 力矩 作用 的 刚体 或 高 速 旋转 刚体 , 可 使 分 析 过 程 明显 简化 . 如 1967 年 
德 普 里 (A. Deprit) 利用 状态 变量 将 欧 拉 情形 刚体 定点 运动 简化 为 单 自由 度 保守 系 
统 . 状态 变量 在 工程 中 的 应 用 始 于 1938 年 布尔 加 可 夫 对 陀螺 仪 运动 的 分 析 . 1965 
年 别 列 斯 基 (V. V. Beletsky) 利用 状态 变量 分 析 航 天 器 绕 质 心 的 转动 . 

设 轴 对 称 刚体 绕 固定 点 O 运动 . 以 O 为 原点 建立 惯性 坐标 系 (O — én4) 和 动 
量 矩 坐标 系 (O — XYZ), 后 者 以 刚体 相对 O 点 的 动量 矩 矢量 H 的 方向 为 2 NH. 
设 (O — En) 2 ç 轴 转 动 角 后 的 位 置 为 (0 — mG), FF m 轴 转动 8 角 后 的 位 
置 为 (0 — XYZ). o, B 为 动量 矩 矢量 H 相对 (O én) 位 置 的 角度 坐标 (图 9.12). 
坐标 系 之 间 的 关系 为 


a 8 
(0O-ém) 一 (O-&mG) 一 (O-XYZ) 
&8 m. Y 


(O — XY Z) 相对 (O — EnC) 的 方向 余弦 矩阵 与 式 (3.2.2) 相同 
cos 8 0 sin 8 
cz = sinasinB cose — @sinecosñ (9.3.1) 
一 cosasinD sina cosacos f 
刚体 相对 O 点 的 动量 矩 矢量 H 记 为 
H=Hz° (9.3.2) 
H 改变 方位 时 (O — XY Z) 坐标 系 随 之 转动 , 其 角速度 记 为 wa 


wy = cos 8X? + ŻY? + àsin pZ? (9.3.3) 
设 刚体 上 作用 的 相对 O 点 的 合力 矩 M 对 (O — XYZ) 轴 系 的 投影 式 为 
M = MxX° + MyY° + MzZŠ (9.3.4) 
将 (9.3.2), (9.3.3), (9.3.4) 各 式 代入 动量 矩 定理 (2.2.23), 得 到 以 下 方程 
HB= Mx (9.3.5a) 
— Hëcos 8 = My (9.3.5b) 
H = Mz (9.3.5c) 


将 轴 对 称 刚 体 相对 动量 矩 坐 标 系 (O — XY Z) 的 姿态 用 欧 拉 角 Y, 0, o 表示 . 设 
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图 9.12 ”确定 动量 矩 矢量 位 置 的 角度 坐标 


(O — XYZ) 先 绕 Z 轴 转 动 y 角 到 达 (O — XYZ) 位 置 , 然后 绕 X, 轴 转 动 6 角 
为 莱 查 坐标 系 (O — zyz) 位 置 , z 轴 为 极 轴 , 最 后 绕 z 轴 转 动 o 角 到 达 与 刚体 固 结 
的 (O - zy za) 位 置 (图 9.13). 各 坐标 系 之 间 的 关系 为 


y v 2 
(0- XYZ) 一 (O-XYiZ2) 一 (O-zwuz) 一 (0O- zayazn) 
Z,Zı Xına Z, ZR 


(O — zyz) 相对 (O — XY Z) 的 方向 余弦 矩阵 与 式 (1.1.14) 相同 
Cosio —cosdsiny sinvsiny 
C= | sin cosycosy —sindcosy (9.3.6) 
0 sin cos 
利用 上 式 将 动量 矩 矢量 H 变换 到 (O — zyz) 轴 系 , 得 到 
H = H (sinvj + cos k) (9.3.7) 
设 4,C 为 刚体 相对 O 点 的 赤道 惯性 矩 和 极 惯性 矩 , 动量 矩 H 可 表示 为 
H = A (wsi + wyj) + Co,k (9.3.8) 


式 中 wa, wy, wz 为 刚体 的 绝对 角速度 w, 即 刚体 在 (O — XY Z) 中 的 相对 角速度 与 
(O - XYZ) 的 牵连 角速度 wa 之 和 , 在 主轴 坐标 系 (O - zyz) 中 的 投影 . 导出 


Wr = Ó + å cos ñ cos% + siny 
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wy = sind + å (sin 8 sin — cos B cos ó sin Y) + Å cos cosy 
ws = ó + tb cos + ó (sin 8 cos + cos B sind sini) — Psin9cosy (9.3.9) 


zx ZZ 


X, z Tr 
图 9.13 ”刚体 相对 动量 矩 坐标 系 的 欧 拉 角 
令 式 (9.3.8) 与 式 (9.3.7) 的 各 投影 一 一 相等 , 将 式 (9.3.9) 代入 后 导出 以 下 方程 


Ó + cos cosy + siny = 0 (9.3.10a) 
sinó + ó (sin B sin ó — cos B cos 0 sin Y) + Bcosó cosy = (3) sinó (9.3.10b) 


Q+) cos +é (sin 8 cos9+cos 8sin vsin y)—Åsin ð cos y= (ë) cos (9.3.10c) 


将 动量 矩 的 模 H 和 角度 坐标 a, 6, y, 0, o 做 为 确定 刚体 运动 状态 的 六 维 相 空间 中 
的 状态 变量 ?. 6 个 状态 变量 中 只 有 3 个 独立 变量 , A (9.3.10) 可 看 作 是 限制 状态 
变量 的 3 个 非 完 整 约束 条 件 

将 式 (8.3.5) 代入 (8.3.10) AR, 解 出 Ú, Å, 2 后 与 式 (8.3.5) 联 立 , 得 到 的 一 阶 


方程 组 称 为 轴 对 称 刚体 的 状态 变量 方程 组 
H=Mz (9.3.11a) 
à= -Fs (9.3.11b) 
, _ M; 
j= (9.3.11c) 
$= -5 (Mx sin — My cos) (9.3.11d) 


@ 此 处 定义 的 状态 变量 与 塞 莱 -安道 耶 变 量 的 定义 均 基于 动量 矩 坐标 系 . 但 为 适应 本 节 分 析 转子 陀螺 
动力 学 问题 的 需要 ， 上述 状 态 变 量 与 塞 莱 安道 耶 变 量 的 原始 定义 赂 有 区 别 . 详 见 文献 [44] 中 的 说 明 . 
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j= v — Jy [Mx cotgcosy + My (cot 9 sin — tan 6)] (9.3.11e) 
= n+ ragg (Mx cosy + My siny) (9.3.11f) 

其 中 常数  #ü n 定义 如 式 (2.3.15) 和 (2.3.31) 
= K, n=- (A 1)eosó (9.3.12) 


À = C/A 为 刚体 的 惯性 矩 比 . 角度 坐标 5 和 6 存在 奇异 位 置 6. = z/2 和 6, = 0, 
在 此 位 置 上 方程 (9.3.11b) 和 (9.3.11f) 无 意义 , 必须 另行 选择 新 的 角度 坐标 . 
第 2 章 中 为 讨论 欧 拉 情 形 刚体 定点 运动 而 建立 的 方程 组 (2.3.16) 可 视 为 非 轴 
对 称 刚体 在 无 力矩 条 件 下 的 状态 变量 方程 组 . 
9.3.2” 拟 自由 规则 进 动 
免除 一 切 力矩 作用 的 刚体 , 即 欧 拉 情 形 刚体 , 其 定点 运动 规律 已 在 2.3 节 中 作 
了 充分 讨论 . 令 状态 变量 方程 组 (9.3.11) 中 的 力矩 项 Mx, My, Mz 为 零 , 得 到 状态 
变量 H, a, p, 9, j, ó 的 常 值 特 解 
H = 常数, o = 常数 ，6 = 常数 
4 = 常数 j=. =n 
与 式 (2.3.30) 对 照 , 此 常 值 特 解 所 描述 的 运动 正 是 轴 对 称 刚体 围绕 守恒 的 动量 矩 矢 


量 H 的 自由 规则 进 动 , 是 无 力矩 条 件 下 转子 陀螺 的 普遍 运动 形态 . 
将 特 解 (9.3.13) 代入 式 (9.3.9), 计算 自由 规则 进 动 的 刚体 角速度 


(9.3.13) 


v 
入 


w= 5v1 + (A2 — 1)sin2 9 (9.3.15) 
如 转子 接近 球 对 称 , 和 = 1, 则 n 为 小 量 , w = v, 刚体 的 转速 由 参数 v 体现 . 刚体 做 
自由 规则 进 动 时 的 动量 矩 模 H 和 动能 T 均 保 持 常 值 


H= A (9.3.16) 


2 
T= w [1 + (A — 1)sin2] (9.3.17) 


如 刚体 上 虽 有 力矩 作用 但 十 分 微弱 , 则 在 短暂 时 间 间 隔 内 可 以 认为 刚体 的 运动 
仍 接近 自由 规则 进 动 , 对 于 较 长 的 时 间 尺 度 , H, o, 8, 6, v, n, T 等 参数 可 能 缓慢 发 
生变 化 . 这 种 与 自然 规则 进 动 十 分 接近 的 运动 形态 称 为 轴 对 称 刚体 的 拟 自 由 规则 
进 动 . 将 状态 变量 方程 组 (9.3.11) 右边 的 力矩 项 视 为 摄 动因 素 , 也 可 称 为 状态 变量 
摄 动 方程 . 


w=0, wy=vsinð, w= ( ) coso (9.3.14) 


角速度 的 模 为 
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9.3.3 ” 稳 恋 运动 方程 


在 刚体 处 于 无 力矩 状态 且 章 动 角 0 为 零 的 特殊 条 件 下 , 动量 矩 矢量 H 守恒 且 
与 极 轴 方 向 保持 一 致 , 这 种 特殊 的 自由 规则 进 动 即 刚体 绕 极 轴 的 永久 转动 . 刚体 有 
力矩 作用 时 , 只 要 动量 矩 足够 大 , 则 略 去 方程 (9.3.11e) 右边 第 二 项 , Ú 仍 接近 于 常 
数 v， 如 力矩 变化 十 分 平缓 , 则 方程 (9.3.11d) 确定 的 章 动 角 9 变化 规律 为 接近 频 
率 v 的 微 幅 振动 , 其 平均 值 仍 保持 为 零 . 因此 刚体 极 轴 的 平均 位 置 仍 接近 与 动量 
E H 方向 一 致 , 且 按 方程 (9.3.11b) 和 (9.3.11c) 所 确定 的 规律 在 惯性 空间 中 缓慢 
进 动 . 在 此 情况 下 , 可 认为 (O — zyz) 与 (O — XYZ) 完全 重合 , 则 a, 6 成 为 刚体 极 
轴 相 对 惯性 坐标 系 (O — EnG) 的 角度 坐标 . 方程 (9.3.11b), (9.3.11c) 可 改写 为 


&=-— (9.3.18a) 
jate (9.3.18b) 


如 沿 Z 轴 的 力矩 处 于 平衡 状态 , Mz = 0, 从 方程 (9.3.11a) 确定 动量 矩 模 H 为 党 
值 . 方程 组 (9.3.18) 与 万 向 支架 陀螺 的 进 动 方程 (3.2.25) 几乎 完全 相同 , 区 别 仅 在 于 
a, B 并 非 万 向 支架 转角 , 而 是 表示 动量 矩 矢量 位 置 的 抽象 坐标 , HIEN Mz, My 
均 与 极 轴 正 交 , 并 非 沿 外 环 轴 和 内 环 轴 . 方程 组 (9.3.18) 所 确定 的 运动 为 刚体 的 稳 
态 运 动 . 

如 刚体 上 作用 有 o 频率 的 周期 变化 力矩 , 则 方程 (9.3.11d) 的 右 项 中 出 现 o, v, 
w 土 v 等 频率 的 周期 分 量 , 使 章 动 角 6 做 相应 的 受 迫 振 动 . 如 o 远离 v, 则 大 动量 
AE H 能 使 此 受 迫 振动 振幅 维持 小 量 . 如 w 等 于 v, 则 方程 (9.3.11d) 的 右 项 产生 常 
值 分 量 使 章 动 角 9 单调 增长 , 极 轴 不 断 偏离 动量 矩 矢量 . 从 而 表明 , 如 刚体 上 作用 
有 接近 章 动 频率 v 的 周期 变化 力矩, 稳 态 运动 即 不 可 能 实现 . 


94 陀螺 的 非 稳 态 运动 


9.4.1 ” 章 动 的 内 部 阻尼 


陀螺 仪 是 以 转子 绕 极 轴 高 速 旋 转 为 特征 的 惯性 仪表 . 而 无 力矩 状态 下 转子 陀螺 
的 普遍 运动 形态 为 自由 规则 进 动 , 因此 必须 采取 措施 使 转子 的 自由 规则 进 动向 绕 极 
轴 的 稳 态 转动 转化 . 这 种 转化 过 程 称 为 章 动 阻尼 . 章 动 阻尼 可 借助 陀螺 内 部 或 外 部 
因素 实现 , 先 讨 论 内 部 阻尼 作用 . 

绝对 刚性 转子 的 内 部 不 存在 能 量 耗 散 , 能 产生 阻尼 效应 的 转子 陀螺 内 部 必须 包 
含 弹性 体 或 黏 性 流体 等 非 刚体 成 分 .对 于 由 刚体 转子 和 非 刚体 附加 成 分 组 成 的 复 
杂 系 统 , 如 非 刚体 附加 成 分 在 系统 内 占据 的 比例 极 小 , 则 可 认为 陀螺 的 运动 仍 接近 
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自由 规则 进 动 , 即 拟 自由 规则 进 动 . 系统 的 总 动量 矩 和 总 动能 的 计算 公式 仍 可 利用 
A (9.3.16) 和 (9.3.17) 表达 , 但 其 中 的 参数 6 和 v 不 再 为 常 值 ， 而 是 随时 间 缓 慢 
变化 . 

转子 运动 过 程 中 附加 成 分 的 能 量 耗 散 作用 , 例如 , 弹性 体 的 内 摩擦 或 流体 与 刚 
体 之 间 的 黏 性 摩擦 , 使 系统 总 动能 中 的 一 部 分 转换 为 热能 . 因此 无 外 力矩 作用 时 系 
统 的 总 动量 矩 仍 保持 恒定 , 但 总 动能 却 不 断 减 小 , 即 


H=0, T<0 (9.4.1) 
利用 式 (9.3.16), (9.3.17), 导出 
7 一 常数 ，( 入 -1Dzbsin29<0 (9.4.2) 


即 陀螺 的 章 动 频 率 对 较 长 的 时 间 尺 度 仍 保持 不 变 , 但 章 动 角 6 按 以 下 趋势 缓慢 
变化 

全 1 : $<0, 3 一 0 

m>0>mx/2 : 9>0, 6— x 

Ner x/2>8>0 : Ó>0, 1 一 /2 

n>v>a/2 : <0, 6 — x/2 


一 才情 况 下 转 于 极为 刚体 的 最 大 异性 类 主轴 (À > 1), 当 章 动 角 6 趋 近 零 或 
zx 时 , 极 轴 趋 向 与 Z 轴 重 合 , 陀螺 的 规则 进 动 转变 为 绕 极 轴 的 永久 转动 . 不 过 极 轴 
的 正 端 还 是 负 端 与 Z 轴 重 合 则 取决 于 阻尼 开始 时 转子 的 初始 位 置 ( 见 图 9.14(a)). 
如 极 轴 为 最 小 惯性 矩 主轴 (A < 1), WJ ó 向 z/2 趋 近 , 即 趋向 与 Z 轴 正 交 , 陀螺 转 
变 为 绕 赤道 面 内 的 某 个 惯性 主轴 做 永久 转动 ( 见 图 9.14(b)). 两 种 情况 的 最 终 阻尼 
结果 都 是 使 转子 自动 选择 最 大 惯性 矩 主轴 作为 永久 转动 轴 ， 要 实现 章 动 阻尼 的 最 
AEIR, 即 实现 转子 绕 极 轴 的 永久 转动 , 转子 极 轴 必 须 为 最 大 惯性 矩 主轴 . 上 述 现 
象 也 可 用 于 判断 陀螺 稳 态 运 动 的 稳定 性 . 当 有 内 部 能 量 耗 散 存 在 时 , 陀螺 稳 态 运动 
的 稳定 性 条 件 为 


(9.4.3) 


和 > 工 上 C > 4 ” 浙 近 稳定 
C<A 不 稳定 
8.5.3 节 中 对 动力 调谐 陀螺 导出 的 考虑 扭 杆 内 阻尼 影响 的 稳定 性 条 件 (8.5.32) 与 条 
件 (9.4.4) 完全 相同 , 后 者 因 适 用 于 任意 能 量 耗 散 因素 而 更 具 普 遍 性 . 
相反 , 如 果 刚 体 转子 上 的 附加 成 分 能 将 其 他 形式 能 量 转 换 为 动能 , 例如 , 在 自 
由 转子 内 部 增加 一 用 电机 驱动 的 小 转子 ， 则 系统 的 总 动量 矩 不 变 但 总 动能 不 断 增 
大 . 条 件 (9.4.2) 改 为 


(9.4.4) 


v= 二 常数，( 和 一 1)5sin29>0 (9.4.5) 
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则 章 动 角 ó 的 变化 趋势 与 式 (9.4.3) 相反 , 章 动 阻尼 最 终 使 转子 自动 选择 最 小 惯性 
和 矩 主 轴 作 为 永久 转动 轴 . 陀螺 稳 态 运动 的 稳定 性 条 件 亦 与 式 (9.4.4) 相反 . 


(a) A>1 (b) A<1 
图 9.14 阻尼 引起 章 动 角 的 变化 趋势 


上 述 结论 也 可 从 动能 表达 式 (9.3.17) 直接 看 出 . A > 1 时 , 转子 动能 在 = 0 
处 为 最 小 值 . 和 < 1 时 相反 , 9 = 0 时 动能 为 最 大 值 . 因此 要 促使 转子 的 自由 规则 进 
动 转变 为 绕 极 轴 的 永久 转动 , X > 1 时 必须 减 小 系统 的 动能 , X < 1 时 必须 增 大 系 
统 的 动能 . 

从 能 量 观点 讨论 章 动 阻尼 问题 十 分 简明 且 物 理 概念 清晰 , 它 可 以 解释 带 水 银 环 
的 转子 陀螺 的 章 动 阻 尼 现 象 . 能 量 方法 的 缺陷 在 于 动量 矩 和 动能 公式 的 近似 性 , 一 
个 包含 刚体 和 非 刚体 成 分 的 复杂 系统 的 实际 动量 矩 和 动能 远 比 刚体 动能 公式 复杂 
得 多 . 但 能 量 方法 仍 不 失 为 一 种 定性 判断 转子 陀螺 运动 趋势 的 简便 方法 . 


9.4.2 ”利用 气体 的 章 动 阻尼 


章 动 阻尼 也 可 借助 外 部 的 阻尼 因素 , 如 气体 介质 阻尼 或 磁场 阻尼 实现 . 设 陀螺 
处 于 气体 介质 中 , 气体 的 黏 性 阻尼 力矩 Ma 沿 转子 极 轴 和 赤道 轴 的 分 量 与 相应 的 
角速度 分 量 成 正比 , 设 Do 和 D 为 比例 系数 . Ma 的 变化 规律 为 


Ma = - D. (wzi + wyj) — Dowzk (9.4.6) 
对 于 接近 球形 的 转子 , 可 忽略 Di 与 Do 的 差别 , 简化 为 
Ma = -Dow (9.4.7) 
将 式 (9.2.14) 表示 的 转子 角速度 w 变换 到 (O — XY Z) 坐标 系 , 得 到 
wx 一 -让 (À — 1)sin 20 sin # 
wy = 5 (À — 1)sin 29 cos% (9.4.8) 


wz= x [+ (à — 1)sin2 0] 
将 上 式 代入 式 (9.4.7), 计算 阻尼 力矩 M. 相对 (O — XY Z) 轴 系 的 投影 , 得 到 
Max = Zox (A — 1)sin 29sin y (9.4.9a) 
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Myst 2o (À — 1) sin 29 cos% (9.4.9b) 


Maz = -2w [1+ (A — 1)sin2 ó] (9.4.9c) 
如 转子 上 作用 的 唯一 外 力矩 M. 十 分 微弱 , 陀螺 做 拟 自 由 规则 进 动 . 采用 逐次 近 
似 方法 , 将 动量 矩 H 在 惯性 空间 中 指向 不 变 作为 零 次 近似 , 设 惯性 坐标 轴 ¢ Wi 
次 近似 的 H 矢量 方向 , (O - XY Z) 的 零 次 近似 位 置 与 (O - En) EA. 令 方 程 组 
(9.3.11) 中 a = B = 0, 各 力矩 分 量 以 式 (9.4.9) RA, 并 利用 v = H/A 将 正则 变量 
H D v 代替 , 得 到 气体 阻尼 作用 下 陀螺 的 正则 变量 方程 组 


ù= -2w [1 + (À — 1)sin2 8] (9.4.10a) 
._ Do n 
à= SO A- D sin 20 cosy (9.4.10b) 
$= Po A- 1)sin29siny (9.4.10c) 
20 i 
ó = -Do (A 1)sin20 (9.4.10d) 
PSS ji 
j= u (9.4.10e) 
p=n (9.4.109 


其 中 方程 (9.4.10b), (9.4.10c) 右边 的 力矩 为 % 的 周期 函数 , 其 变化 速度 远 远 超过 正 
则 变量 的 变化 速度 . 将 方程 的 右 项 对 » 进行 平均 化 , 近似 认为 9 在 o 的 每 个 变化 
周期 内 保持 不 变 , 得 到 
1 2x 
a= [| (Wav=0 
ye Sa (9.4.11) 

全 = 去 | pnay=0 
表明 动量 矩 矢量 的 平均 位 置 仍 保持 ç 办 方向 不 变 . 方程 (9.4.10), (9.4.109 形式 
上 与 式 (9.3.13) 相同 . 表明 在 阻尼 力矩 影响 下 , 缓慢 变化 的 进 动 角 速度 0. ARAE 
度 与 章 动 角 之 间 仍 坟 循 与 自由 规则 进 动 相同 的 关系 式 . 利用 方程 9.4.10d) A 
断 章 动 角 0 的 变化 趋势 ,可 得 出 与 章 动 内 部 阻尼 规律 (9.4.3) 完全 相同 的 结论 ( 见 图 
9.14). 阻尼 的 最 终结 果 也 是 使 转子 绕 最 大 惯性 矩 主轴 做 永久 转动 . 将 方程 (9.4.10d) 
分 离 变量 , 积分 得 到 章 动 角 ó 的 变化 规律 


tan = (tan 9o)e */Te (9.4.12) 
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To 为 章 动 阻尼 时 间 常 数 , 定义 为 


To Ç 


= DA- 
转子 接近 球 对 称 时 , A == 1, 可 近似 以 v 表示 陀螺 转速 . 略 去 方程 (9.4.10a) 右边 第 二 
项 , 简化 为 


(9.4.13) 


Tiy+v=0 (9.4.14) 

转速 v 按 指数 规律 衰减 , 衰减 时 间 常 数 T, 为 
T= £ (9.4.15) 
对 于 以 上 分 析 得 到 的 陀螺 运动 规律 , 可 补充 以 下 物理 解释 : 陀螺 做 零 次 近似 的 
自由 规则 进 动 时 , w 矢量 随 (z, Z) 平面 以 角速度 v 绕 Z 轴 旋 转 , 沿 -w 方向 的 阻 
BJERE Ma 亦 随 同 高 速 旋转 . 将 Ma W: Z 轴 和 垂直 Z 轴 方 向 分 解 为 两 个 分 
# M4 和 M4, 前 者 使 H 的 模 减 小 而 引起 陀螺 转速 衰减 , 后 者 使 H 的 矢量 端点 
朝 MY 方向 运动 . 转子 的 章 动 角 9 如 发 生变 化 , 必 产 生动 量 矩 增 量 Aù 与 (z, Z) P 
面 正 交 . 因此 动量 矩 矢量 的 瞬时 位 置 必 稍稍 偏离 Z 轴 并 绕 Z 轴 做 圆锥 运动 , 由 进 
动 角速度 少 引 起 的 H 矢量 的 端点 速度 Adh 恰好 与 Mi 相等 , 且 共 同 随 (z, Z) 平 
面 改变 方位 , 从 而 满足 动量 矩 定理 ( 见 图 9.15, 图 9.16). 值得 注意 的 是 , 转子 极 轴 的 
运动 方向 与 力矩 M4 的 指向 恰好 相反 , 说 明 转 子 陀螺 的 章 动 阻尼 过 程 与 进 动 过 程 

是 两 种 截然 不 同 的 力学 现象 . 


X<T 
(b) 0 


阻尼 力矩 的 分 解 图 9.16 ”动量 矩 矢量 的 圆锥 运动 


al 
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9.4.3 ”利用 磁场 的 章 动 阻尼 

转子 陀螺 的 章 动 阻尼 也 能 利用 磁场 实现 . Wr ¿ 轴 设 置 一 对 直流 线圈 , 在 转子 内 
产生 磁感应 强度 为 B 的 均匀 磁场 ( 见 图 9.17). 当 金 属 转子 以 角速度 w 旋转 时 , 因 
切割 磁力 线 而 产生 感应 涡流 力矩 Mua, 计算 公式 为 


Ma =k(w x B) x B (9.4.16) 
转子 为 球体 时 , 比例 系数 k 为 常数 ". 力矩 Ma 与 图 9.16 中 的 Mi 方向 相同 , 可 
产生 同样 的 阻尼 效果 . 
BBH c ADARRE 
B= BQ (9.4.17) 


陀螺 做 拟 自由 规则 进 动 , 初始 动量 矩 方向 沿 〈 轴 . 以 动量 矩 守恒 作为 零 次 近似 , 认 
为 (O - XYZ) 的 零 次 近似 位 置 与 (O — En) 重合 . 将 式 (9.3.14), (9.4.17) RAR 
(9.4.16), 得 到 感应 涡流 力矩 Ma 相对 (O — XY Z) 轴 系 的 投影 


Mex = Pav (À — 1)sin2ðsiný (9.4.18a) 
Dev 

May = a (A—1)sin29cosy (9.4.18b) 

Msz =0 (9.4.18c) 


DB 为 磁场 阻尼 系数 , 定义 为 
Ds = kB? (9.4.19) 


将 式 (9.4.18) 表示 的 力矩 与 式 (9.4.9) 表示 的 气体 阻尼 力矩 比较 , 除 沿 Z 轴 的 分 量 
为 零 以 外 , 沿 X 和 Y 轴 分 量 的 变化 规律 完全 相同 , 仅 须 将 系数 D 换 为 Ds. 因此 
将 式 (9.4.18) 代入 陀螺 的 正则 变量 方程 组 时 , 除 参数 v 或 动量 矩 模 H 维持 常数 以 
外 , 其 他 运动 规律 都 与 利用 气体 的 章 动 阻尼 情形 相同 . 章 动 角 9 也 按 式 (9.4.10d) 规 
律 变化 , 仅 须 将 阻尼 时 间 常 数 To 计算 公式 (9.4.13) 中 的 Do 改 为 Ds. 
此 结论 也 可 从 感应 涡流 力矩 Me 的 计算 公式 (8.4.16) 直接 看 出 . 将 此 公式 展 
开 为 
Me = k [(e - B) B — B?w] (9.4.20) 


上 式 右边 第 一 项 沿 与 B 矢量 平行 的 Z 轴 , 其 沿 X 轴 和 Y 轴 的 投影 为 零 . 因此 力 
JE Ms fE X 轴 和 Y 轴 上 的 投影 仅 来 自 第 二 项 , 即 -kB?w, 与 气体 阻尼 力矩 的 规 
律 (9.4.7) 相同 . 其 阻尼 效果 也 必然 相同 . 


O k = 2nrtb/3p, r 为 转子 半径 ,5 为 这 体 厚度 , 为 转子 材料 的 电阻 率 详细 说 明 见 文献 31]. 
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9.4.4 ”陀螺 的 驱动 


转子 陀螺 通常 利用 旋转 磁场 驱动 . 围绕 ¢ 轴 放 置 数 对 线圈 产生 在 (£, n) 平面 内 
绕 ¢ 轴 匀 速 旋转 的 磁感应 强度 BB( 见 图 9.18). 磁力 线 旋转 角速度 we 为 


wg = wB69 (9.4.21) 


图 9.17 利用 磁场 的 章 动 阻尼 图 9.18 利用 磁场 的 转子 驱动 
如 初始 时 B 与 £ 轴 重 合 , WJ B 在 (O - Eng) 中 的 投影 式 为 
B = B (coswpté" + sinoptn?) (9.4.22) 


仍 认 为 (O — XY Z) 的 零 次 近似 位 置 与 (O — Ent) 重合 , 将 公式 (9.4.16) 中 的 w 以 
转子 切割 磁力 线 的 相对 角速度 w 一 we 代替 , 产生 的 感应 涡流 力矩 为 驱动 力矩 M m 


Mm = k[(w — wg) x B] x B (9.4.23) 


驱动 力矩 Mm 中 由 于 磁力 线 快速 旋转 产生 的 周期 分 量变 化 速度 远 超过 正则 变量 的 
变化 速度 , 计算 Mm 在 旋转 周期 Ts = 2r/wa 内 的 平均 值 


TB 
(Mm) = 去 | M..dt (9.424) 


导出 (Mm) 沿 (O — XY Z) 各 轴 的 投影 


D; 
(Max) = 人 (À — 1)sin29siny (9.4.25a) 


(May) =- 2e (À — 1)sin 29 cosy (9.4.25b) 
(Manz) = Dg Ís S x [1+ (A — 1)sin2 91) (9.4.25c) 
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将 平均 化 的 驱动 力矩 (Mum)》 代入 陀螺 的 正则 变量 方程 组 (9.3.11) 的 力矩 项 , 得 到 


y= 2 {a-a 1)sin? 9) } (9.4.268) 
à= = (À — 1)sin 26 cosy (9.4.26b) 
B= = (A — 1)sin 29siny (9.4.26c) 
ó = - (À — 1)sin 26 (9.4.26d) 
=v (9.4.26e) 
p=n (9.4.261) 


其 中 参数 Dp 的 定义 见 式 (9.4.19). 如 陀螺 在 气体 介质 中 驱动 , 则 方程 (9.3.11a) 的 
右边 还 应 增加 气体 阻尼 力矩 沿 Z 轴 的 分 量 (9.4.9c), 方程 (9.4.26a) 改 为 


jz Pe fa: -> 人 + 2) [1+ (A — 1)sin? 9) (9.427) 
对 于 接近 球 对 称 的 转子 , As 1, v 近似 为 陀螺 转速 , 方程 (9.4.27) 化 作 
Tù +v = ws 人 十 Dy (9.4.28) 
转速 v 按 指数 规律 增长 , 时 间 常数 T 为 
c 
五 = pr (9.4.29) 
驱动 过 程 无 限 延 长 时 转速 的 极限 值 为 
lm v= wp 人 q; ay (9.4.30) 


如 陀螺 在 真空 中 驱动 , 则 转速 的 极限 值 与 磁力 线 旋转 角速度 we 相等 . 方程 (9.4.26d) 
与 方程 (9.4.10d) 类 似 ， 表 明 在 驱动 过 程 中 也 有 章 动 阻尼 现象 伴随 发 生 ， 方 程 
(9.4.26e)，(9.4.26f) 表明 转子 运动 的 平均 效应 仍 遵循 与 自由 规则 进 动 相同 的 规律 . 
方程 (9.4.26b), (9.4.26c) 表明 动量 和 矩 矢量 H 在 ¢ 轴 附 近 做 微 辐 摆 动 , 其 平均 位 置 
维持 ç 轴 方 向 不 变 . 

9.4.5 ”转子 的 质量 偏心 扰动 


转子 的 质量 偏心 可 来 源 于 工艺 误差 , 也 可 人 为 制造 偏心 用 于 姿态 角 量 测 . 在 重 
力 场 中 沿 极 轴 的 轴 向 偏心 问题 属于 拉 格 朗 日 情形 的 刚体 定点 运动 , 已 在 2.4 节 中 详 
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组 讨论 . 沿 赤道 面 的 径 向 偏心 则 引起 转子 
的 侧 摆 运动 , 也 在 4.3.1 节 中 作 了 分 析 . 此 


Ne a 外 , 径 向 偏心 产生 的 重力 矩 随 转子 高 速 施 
\ 4 转 而 迅速 改变 方向 , 其 平均 效应 可 对 转子 


a ç 


A MASABI EN. 


`=] 设 在 转子 赤道 平面 上 的 O 点 处 附加 

' 一 微小 的 质量 m, O， 相对 支点 的 偏心 矩 

图 9.19 ” 带 径 向 偏心 的 转子 矢量 为 DO a( 见 图 9.19). 不 失 一 般 性 ， 
设 e 沿 zn 轴 , 其 相对 (O — XY Z) 轴 系 的 投影 为 


ex = e (cosy cosy 一 cosy siny sing) 
ey = e (siny% cosp + cosy cosy sing) (9.4.31) 
ez = esind siny 


设 (O Ent) 中 的 《 轴 沿 地 三线 向 上 , 将 比 力 f = -gl 变换 到 (O — XYZ), 得 到 
f = g (cosa sin pX? — sinaY9 — cosa cos 8Z9) (9.4.32) 


采用 逐次 近似 方法 , 将 动量 矩 H 在 惯性 空间 中 指向 不 变 , 陀螺 做 自然 规则 进 动作 
为 零 次 近似 . 除 也 ,保持 常 值 以 外 , 各 参数 的 零 次 近似 值 为 


a=0, p=, ġ=v, p=n (9.4.33) 


利用 式 (9.4.31), (9.4.32), 导出 零 次 近似 意义 下 重力 对 O 点 的 矩 M = e x mf 在 
(O — XYZ) 中 的 投影 


Mx = —mge cos ño (siny cosp + cos cosy sing) 
My = mge [(sinfo sin V — cos Bocosy siny) sin @ + cos Bocosy cosg) (9.4.34) 
Mz = -mge sin ñb (siny cosp + cosy cosy sing) 

将 上 式 代入 正则 变量 方程 组 (9.3.11b), (9.3.11), $ y = vt, y = nt, 引入 参数 。 


mge 


H 


e= (9.4.35) 
得 到 


å = —e [(tan Bosind — cosd sinvt) sin nt + cosvt cos nt] (9.4.36a) 
P= —e cos ño (sinvt cosnt + cost) cosvt sinnt) (9.4.36b) 
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计算 其 在 章 动 周期 T = 2x/v 内 的 平均 值 , 令 


(à) = 证 ddt, (à = if bàt (9.4.37) 
o 
展开 化 简 后 得 到 
(à) = = CS — cosnT) 一 = z = [(v cost — n) cosyT sinnT 
+ (v — ncos v) sin vT cosnT]} (9.4.38a) 
(à) = -i [(v — ncosó) (1 — cosuT cosnT) 


+ (u cos — n)sinuT sinnT] (9.4.38b) 
阻尼 过 程 结束 后 , 9 = 0, 利用 式 (9.3.12) 将 上 式 简 化 为 

(a) = -Eà sin (z z ) (9.4.39a) 

(b) = -2h [ — cos (=)] (9.4.39b) 


(à), (6) 的 非 零 结果 表明 , 转子 有 径 向 质量 偏心 时 , 虽然 重力 对 O 点 的 矩 随 转子 旋 
转 迅速 改变 方向 , 但 动量 矩 矢量 的 方向 也 同步 改变 , 其 耦合 效应 可 产生 不 为 零 的 平 
均 效果 , 导致 极 轴 在 惯性 空间 中 进 动 . 转子 为 球 对 称 时 , 和 = 1, (&) = (6) = 0, 可 见 
径 向 质量 偏心 对 球 对 称 转子 无 影响 . 


95 “陀螺 的 稳 态 运动 


9.5.1 ”大 范围 运动 的 奇 点 


根据 9.3.3 节 的 说 明 , 稳 态 运动 是 指 驱动 和 阻尼 过 程 结 束 , 动量 矩 矢量 与 转子 
极 轴 保持 一 致 , 在 力矩 作用 下 的 缓慢 进 动 . 第 5 章 、 第 6 章 中 讨论 的 陀螺 进 动 理论 
完全 忽略 万 向 支架 的 质量 , 其 主要 结论 也 适用 于 转子 陀螺 的 稳 态 运动 . 只 是 力矩 项 
Mz, My 均 与 极 轴 正 交 , 一 般 情况 下 , 由 极 轴 相 对 壳 体 的 位 置 完全 确定 , 即 Mo, My 
为 a,8 的 函数 . 与 框架 陀螺 比较 , 不 受 约束 的 转子 陀螺 可 能 作 大 幅度 进 动 , 不 允许 
对 稳 态 运动 方程 (9.3.18) 作 线 性 化 处 理 . 

将 方程 (9.3.18a) 和 (9.3.18b) 相 除 , 消去 时 间 的 微分 , 得 到 

dB _ _ M; (a, B)cos8 


da =- M, (œ 0) Oo 
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此 方程 完全 确定 陀螺 极 轴 的 极点 轨迹 . 除 坐 标 系 的 奇 点 8 = /2 以 外 , 奇 点 os, Ps 
表示 极 轴 相对 惯性 坐标 系 (O — Ent) 的 平衡 位 置 , 满足 


Ms (es,ñ.) =0, My (os 有) =0 (9.5.2) 
将 Me, My 在 奇 点 附近 展开 , < 
a=a +z, DB= 记 二 (9.5.3) 
扰动 z,y 为 无 限 小 量 时 , 方程 (9.5.1) 的 一 次 近似 式 为 
dy _ z+ dy 
Sa (9.5.4) 


系数 ob cd 定义 为 


=- (2 = z) 
L. ( ða Jaa i ( 86 ao 
c= (5E so) Š a= (32 8 — Masing) 
"t. aspa 8 Ospa 


找 出 方程 (9.5.1) 在 大 范围 内 的 全 部 奇 点 , 且 根 据 表 A.3 逐个 判断 各 个 奇 点 的 类 型 ， 
就 能 定性 地 确定 奇 点 附近 极点 轨迹 的 几何 特征 , 描绘 出 全 局 范围 内 转子 陀螺 的 运动 
情景 . 

9.5.2 ”重力 场 中 的 陀螺 漂移 


设 转子 陀螺 的 质心 沿 极 轴 向 下 偏离 支点 O, rm, ! 为 转子 的 质量 和 偏心 距 , ¢ 轴 
沿 地 垂 线 方向 且 基 座 静 止 , 将 1 = —Ik, f = -969 RAR (4.1.54) 计算 重力 对 O 点 
的 矩 M, 仍 利用 摆 性 系数 符号 u= mgl, 得 到 M 相对 z A v 轴 的 投影 


(9.5.5) 


M, = —usine, M, = —pcosasin 8 (9.5.6) 
根据 式 (9.5.2), 奇 点 os, Bs 为 以 下 方程 的 解 
sinas =0, cosoes,sin ñ, = 0 (9.5.7) 


满足 此 方程 的 奇 点 分 别 沿 ¢ 轴 的 正 、 负 方向 , 以 Si, S; 表示 
Sı : a = 0, ñ, = 0 R e, = x, ñ, == 
S2: es = 0, ñ, = x RÈ o, = x, ñ, = 0 
将 式 (9.5.8) 代入 (9.5.5), 利用 表 A.3 判断 出 S 和 S, 均 为 中 心 , 全 局 范围 内 的 极 


点 轨迹 为 围绕 ç 轴 的 纬度 圆 族 ( 见 图 9.20). 即 2.4.3 节 中 叙述 的 拉 格 朗 日 情形 刚体 
的 受 迫 规则 进 动 . 


(9.5.8) 
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s, s 
图 9.20 重力 场 中 的 极点 轨迹 图 9.21 阻尼 磁场 中 的 极点 轨迹 


9.5.3 ”磁场 中 的 陀螺 漂移 


设 转子 陀螺 处 于 沿 《 轴 方 向 的 磁感应 强度 B 产生 的 均匀 磁场 中 . 作为 零 次 近 
似 , 认为 转子 绕 极 轴 以 角速度 wo 做 永久 转动 


w = wok (9.5.9) 


将 式 (9.4.17), (9.5.9) 代入 式 (9.4.16) 计算 感应 涡流 力矩 M, 仍 定义 De = kB2, 
得 到 M 沿 z 和 y 轴 的 投影 为 


M, = —Dpwo cos? a cos ñ sin 8 


(9.5.10) 
M, = Dewo cos a sino: cos 8 


奇 点 方程 为 
cos? as cos ñ, sin 6, = 0 
COS as sin as cos ñ, = 0 


除 存在 与 式 (9.5.8) 位 置 相同 的 奇 点 S, S; 以 外 , 还 存在 奇 点 Ss 


as 二 zx/2，Bs = 任意 值 
Bs =2/2, as = ERE 


利用 表 A.3 判断 , S, 和 S; 均 为 稳定 结 点 ，Ss 分 布 在 (E, n) 坐标 面 上 , 是 从 鞍点 过 
渡 为 不 稳定 结 点 的 临界 情形 . 极点 轨迹 为 子午 线 族 ( 见 图 9.21). 在 磁场 力矩 作用 
下 , 陀螺 极 轴 沿 最 捷 途 径 向 磁感应 强度 矢量 B 的 正 端 或 负 端 趋 近 . 极 轴 沿 〈 轴 时 
处 于 稳定 平衡 位 置 , 而 垂直 于 ç 轴 的 平衡 位 置 不 稳定 . 

如 转子 陀螺 受到 重力 场 和 磁场 的 联合 作用 , 将 力矩 (9.5.6) 和 (9.5.10) Æ, 奇 
点 方程 为 


(9.5.11) 


S3: (9.5.12) 


Hsin as + DBwo cos? as cos ñ, sin Bs = 0 


9.5.13 
(usin ñ, — Dewo sina, cos Bs) cos as = 0 ( ) 
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仍 存在 两 个 奇 点 S, 和 S;, 其 位 置 与 式 (9.5.8) 相同 , 奇 点 的 类 型 取决 于 Dewo 与 u 
之 比 , 即 取决 于 磁场 对 于 陀螺 受 迫 规则 进 动 的 影响 程度 . 


<1/V3: ”稳定 焦点 
Dawolh > /V3 : 稳定 结 点 (0849) 
陀螺 的 极点 轨迹 向 轴 的 两 端 趋 近 ( 见 图 9.22). 


ç ç 
S, 


s, 
(a) Dxx/n<1//3 (b) Dsa/u>1//3 


图 9.22 重力 场 和 磁场 中 的 极点 轨迹 


9.5.4 ”静电 场 中 的 陀螺 漂移 

静电 陀螺 转子 由 于 高 速 旋转 的 离心 惯性 力 引起 弹性 变形 而 偏离 球形 时 , 可 产生 
静电 场 干扰 力矩 . W (O -énC) 固 结 于 电极 腔 体 , 各 坐标 轴 指 向 六 面体 电极 的 几何 
中 心 , 如 图 9.7 所 示 . 与 极 轴 正 交 的 静电 场 干扰 力矩 已 在 式 (9.2.30) 中 导出 


z = 2.4202 (25) sin 4a cos? 8 
"o 、 (9.5.15) 
My = 4.84a2 (22) [(costa + sint a) cos? 8 — sin? 8] sin 28 
SHE Mz, M, 同时 为 零 , 导出 奇 点 方程 
sin 4as cos? As = 0 (9.5.16a) 
[(cost es + sint a) cos? Bs — sin? Bs] cos28, = 0 (9.5.16b) 
奇 点 方程 的 解 对 应 于 转子 在 电极 腔 内 的 平衡 位 置 . 可 从 中 解 出 26 个 奇 点 5;(i = 1, 
2,… ,26), 表明 转子 在 电极 腔 内 存在 26 种 不 同 的 平衡 状态 , ER 9.1 中 列 出 . 其 中 


Sino 为 各 电极 的 几何 中 心 , Sz~1s 为 正六 面体 电极 各 棱 边 的 中 点 , S19~26 为 正六 面 
体 的 各 个 角 点 . 利用 表 A.3 判断 , 各 电极 的 几何 中 心 和 角 点 均 为 中 心 , 各 棱 边 的 中 
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点 均 为 较 点 ， 图 9.23 表示 奇 点 在 电极 球 腔 的 内 接 正六 面体 上 的 分 布 位 置 , 白 点 为 
中 心 , 黑 点 为 鞍点 . 图 9.24 为 全 局 范围 内 的 极点 轨迹 曲线 . 可 以 看 出 , 陀螺 的 极 轴 
指向 电极 几何 中 心 或 正六 面体 的 角 点 时 , 平衡 状态 稳定 , 指向 棱 边 中 点 时 平衡 状态 
不 稳定 . 转子 极 轴 的 稳 态 位 置 必须 设计 为 稳定 奇 点 位 置 , 例如 , 使 极 轴 指 向 某 个 电 
极 的 几何 中 心 , 才能 保证 静电 陀螺 的 正常 工作 . 


表 9.1 
FA S S2 Ss S4 Ss Se S7 Sa 
Qs 0° 0? 0 90° 180° 270° 0° 0° 
Bı 0° 90: 270° 0° 0° 0° 45° 135° 
So S10 Su S2 Sis Sia Sis Sis Sar 
0° 0° 45° 135° 225° 315° 90° 90° 90° 
225° 315° v 0° 0° 0° 45° 135‘ 225° 
Sls S S20 S21 S22 S23 S24 S25 Sos 
90° 45° 45° 135° 135° —45° —45° —135° —135° 
315° 35°16” —35°16” 35°16” 一 35?16/ 35?16/ 一 35?16/ 35°16” —35°16” 


图 9.23 ”正六 面体 上 的 奇 点 分 布 图 9.24 静电 场 中 的 极点 轨迹 


9.5.5 ”跟踪 现象 


转子 陀螺 仅 在 无 阻尼 环境 中 旋转 才 可 能 完全 免除 力矩 作用 . 只 要 有 阻尼 存在 ， 
就 必须 向 转子 施加 驱动 力矩 , 才能 维持 匀速 旋转 . 万 向 支架 陀螺 的 轴承 约束 可 以 保 
证 驱动 力矩 与 转子 极 轴 方 向 一 致 . 这 种 轴承 约束 在 转子 陀螺 中 不 复 存在 , 无 法 保证 
驱动 力矩 与 转子 极 轴 的 共 轴 性 . 当 驱 动力 矩 随 壳 体 的 转动 而 偏离 转子 极 轴 时 , 即 出 
现 转子 对 碗 体 的 跟踪 现象 . 与 8.3.3 节 中 令 述 的 调谐 陀螺 跟踪 现象 的 物理 过 程 完全 
相同 . 

设 旋转 磁场 按 式 (9.4.22) 的 规律 变化 , 转子 的 零 次 近似 运动 为 绕 极 轴 匀 速 旋转 ， 
将 式 (9.4.22), (9.5.9) 代入 式 (9.4.16) 计算 驱动 力矩 Mm, 变换 到 (O — zyz) 坐标 
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A, 仅 保留 a, 8 的 一 次 项 , 且 在 每 个 磁场 旋转 周期 内 平均 化 , 得 到 


(Mm) = —$ Dao (Bi — aj) + Da (wp — w0) k (0.5.17) 
将 式 (9.5.9) RAR (9.4.7) 计算 阻尼 力矩 Ma, 得 到 
Ma = -Dow (Bi — oj + k) (9.5.18) 
将 力矩 (9.5.17) 与 (9.5.18) 相 加 , 代入 正则 变量 方程 组 (9.3.11) 的 前 三 式 , 得 到 
Ë = Ds (we — wo) — Dowo (9.5.19a) 
&=— (=>) a (9.5.19b) 
Be (==>) 8 (9.5.19c) 
陀螺 做 稳 态 运动 时 , H 保持 常 值 , 令 方程 (9.5.19a) 的 右 项 为 零 , 得 到 
Do= pa (9.5.20) 
量 纲 为 一 的 参数 o 为 磁力 线 的 转速 与 陀螺 转速 的 相对 差 值 , 即 陀螺 的 转 差 率 
o= (9.5.21) 


wo 
将 式 (9.5.20) 代入 方程 (9.5.19b), (9.5.19c), 得 到 用 复 变 量 z = a + iñ 表示 的 方程 
Tz+z=0 (9.5.22) 


z 按 指数 规律 衰减 , 极 轴 向 固 结 于 壳 体 的 〈 轴 趋 近 , 表现 为 转子 陀螺 的 跟踪 现象 . 陀 
螺 的 跟踪 时 间 常 数 T 定义 为 


20 c 
T= (=) D (9.5.23) 


T 随 陀螺 的 转 差 率 o 的 增 大 而 延长 (WA 9.25). o 趋 于 无 限 大 时 的 跟踪 时 间 常 
数 为 


T= £ (9.5.24) 

上 述 跟 踪 现象 可 利用 图 9.26 给 出 物理 解释 . RAA ¿ 轴 时 , 转子 切割 磁力 

线 的 相对 速度 矢量 w = wa — wo 向 〈 轴 方 向 偏转 , 从 而 产生 出 垂直 于 极 轴 的 力 

矩 分 量 使 转子 朝 〈 轴 方 向 进 动 . 转 差 率 o fu, o, 的 偏转 愈 显著 , 跟踪 现象 就 愈 
严重 . 
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图 9.25 ”跟踪 时 间 常 数 T 与 转 差 率 o 的 关系 图 9.26 ”跟踪 现象 的 物理 解释 


将 转子 进 动 速率 视 为 陀螺 的 漂移 率 , 设 极 轴 与 驱动 轴 5 之 间 的 最 大 偏 角 为 9， 
从 式 (9.5.22) 导出 陀螺 的 最 大 漂移 率 Na 为 


fa = = (9.5.25) 


此 漂移 率 与 极 轴 偏 离 驱动 轴 的 最 大 角度 0 成 正比 , 与 跟踪 时 间 常 数 T 成 反比 . 要 
提高 转子 陀螺 的 精确 度 必须 努力 减 小 9 REK T. 式 (9.5.23) 表明 , 增 大 转子 的 极 
惯量 矩 C, 减 小 阻尼 力矩 系数 Do, 或 扩大 陀螺 的 转 差 率 o 都 有 利于 使 时 间 常 数 T 
延长 . 


96 ”框架 陀螺 的 摄 动 理论 


9.6.1 “万 向 支架 的 摄 动力 矩 


9.3.1 节 中 叙述 的 刚体 定点 运动 的 状态 变量 方程 适合 于 分 析 无 约束 的 转子 陀螺 . 
对 于 万 向 支架 支承 的 框架 陀螺 , 由 于 框架 质量 远 小 于 转子 质量 , 若 将 框架 对 转子 的 
约束 力矩 视 为 影响 转子 自由 规则 进 动 的 摄 动因 素 , 则 状态 变量 方法 也 可 用 于 分 析 框 
架 陀螺 的 运动 . 

设 载体 静止 . 以 陀螺 支点 O 为 原点 , 采用 9.3.1 节 定 义 的 惯性 坐标 系 (O — Ent), 
动量 矩 坐标 系 (O — XY Z) 和 转子 的 主轴 坐标 系 (O 一 zyz) 以 及 3.2.1 节 定义 的 外 环 
坐标 系 (O 一 zoyozo), 内 环 坐 标 系 (O — z1y1z1) 和 转子 坐标 系 (O 一 z ya za). 其 中 
(0 一 zyz) 与 (O 一 Zz1y1z1) 均 为 转子 的 莱 查 坐标 系 , 但 有 不 同 的 定义 . 外 环 和 内 环 转 
角 改 以 wx, bi 表示 , 以 避免 与 动量 矩 矢量 H 相对 (O — En) 的 角度 坐标 混淆 . 将 转 
子 坐 标 系 (O — z ya zn) 和 内 环 坐 标 系 (O 一 z1y1z1) 相对 动量 矩 坐标 系 (O — XY Z) 
的 欧 拉 角 分 别 记 作 几 ,5,p 和 Y,d, pl, 其 中 仅 yi 与 p 有 区 别 ( 见 图 9.27). 各 坐标 
系 之 间 的 关系 为 
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zz z ZZ, 


图 927 ”内 环 和 转子 相对 动量 矩 坐标 系 的 欧 拉 角 


pı 
> (O- mnn) 


Z z, 
Y v 
(O-XYZ) 一 (O-XYi2) 一 (O-zyz) 
Z, Zı Xi,z 
e 
us (O —zat/nza) 
Z, ZR 


利用 坐标 轴 的 基 矢 量 计算 万 向 支架 的 转角 aa, b, 得 到 


ima = EXE .0 sin 有 k-e 
wam = | C, snfi=k-Ẹ (9.6.1) 


将 式 (9.3.13) 表示 的 无 力矩 状态 下 转子 极 轴 在 动量 矩 矢量 附近 的 自由 规则 进 动作 
为 框架 陀螺 运动 的 零 次 近似 、 以 此 为 基础 计算 万 向 支架 的 惯性 力矩 . 不 失 一 般 性 ， 
< (9.3.13) 中 a = 0, 设 章 动 角 6 极 小 , 仅 保留 其 一 次 项 . 将 方向 余弦 矩阵 (9.3.1), 
(9.3.6) 代入 式 (9.6.1), 导出 零 次 近似 条 件 下 的 万 向 支架 转动 规律 


Q1=Vsechcosy, h = + sint (9.6.2) 
仿照 式 (3.2.5) 写 出 内 环 的 转动 角速度 


wz = 1cos Bl， wy =Ü, “;,= å sinfı (9.6.3) 
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利用 图 3.1 表示 的 力矩 符号 , 考虑 约束 力矩 L, 和 外 部 作用 的 主动 力矩 Mo 和 Mi, 
列 出 与 式 (7.3.18) 和 (7.3.19) 类 似 的 外 环绕 zo 轴 的 转动 方程 和 内 环 相对 极 轴 的 欧 


拉 方 程 
Aoäı = —Lizo + Mozo (9.6.4) 


Oë sin Bi+(B1+ C1 — A1) énñh cos ñ) = (Lizo + Mizo)sinB1+(Lizo + Mizo) cos PB1 
(9.6.5) 

将 式 (9.6.3) 代入 以 上 方程 的 左边 , 解 出 Lizo A Lio 将 内 环 与 转子 组 合体 上 作用 
的 合力 矩 定义 为 摄 动 力矩 M, 即 轴承 约束 力矩 L, 与 主动 力矩 Mo, Mı 之 和 . 导出 
M £ (O - zoyozo) 中 的 投影 

Mao = Aodv? sec B cosp + Mozo + Mizo + M2zo 

Mo = Miya + May (9.6.6) 

Mzo = — (Ao + C1) 92 tan 8 sec 8 cos Y — (Mozo + Mizo) tan 8 + Mazo 


利用 (O — zoyozo) 与 (O — XY Z) 之 间 的 方向 余弦 矩阵 


cos 8 0 sin 8 
CX = | -9tanBcos 沙 1 6 cos (9.6.7) 
—sin8 —YsecBcosy cosñ 

计算 摄 动 力矩 M 在 (O — XY Z) 中 的 投影 , 代入 方程 组 (9.3.11) 的 右边 , 即 得 到 万 
向 支架 陀螺 的 相 坐 标 摄 动 方程 组 . 
9.6.2 ”陀螺 的 进 动 方程 

讨论 陀螺 的 稳 态 运动 时 , $ Mz = 0, 以 保证 转子 匀速 旋转 , 令 9 = 0, 使 动量 
矩 矢量 与 转子 极 轴 一 致 . 导出 摄 动力 矩 

Mx = MzxsecB, My = M, (9.6.8) 


其 中 M, 为 外 环 组 合体 的 主动 力 对 外 环 轴 的 合力 矩 , M, 为 内 环 组 合体 的 主动 力 对 
内 环 轴 的 合力 矩 


Mz = Mozo + Mizo + Mazo) My = Miyo + Mivo (9.6.9) 


将 式 (9.6.8) 代入 方程 (9.3.11b), (9.3.11c), 得 到 稳 态 运动 方程 


1 


ê= -Heop 


(9.6.10a) 


. 250 - 陀螺 力学 (第 二 版 ) 
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A 1 
B= Tap (9.6.10b) 


将 其 中 符号 H 换 作 Ho, 即 与 陀螺 进 动 方程 (3.2.25) 完全 相同 . 

因此 框架 陀螺 进 动 理论 的 适用 条 件 等 同 于 转子 陀螺 的 稳 态 运动 条 件 . 即 陀螺 具 
有 足够 大 动量 矩 , 外 力矩 变化 平缓 , 其 交 变 分 量 的 幅 值 足够 小 且 频 率 不 得 接近 章 动 
频率 . 与 第 7 章 的 结论 完全 一 致 


9.6.3” 章 动 漂移 


设 陀螺 无 主动 力矩 作用 , Mı = M, = 0, 将 式 (9.6.6) 变换 至 (O — XY Z) 坐标 
系 时 保留 的 二 次 项 , 且 在 每 个 章 动 周期 内 平均 化 , 得 到 


(Mx) =0 (9.6.11a) 
(My) = 3 (Ao + 01) 022 tan sec? 8 (9.6.11b) 
将 式 (9.6.11b) 代入 方程 (9.3.11c), 得 到 启 = 0, 即 8 保持 常 值 
B=Po (9.6.12) 
设 多 的 初始 值 为 x/2, AR (9.6.2) 导出 ón 和 8, 的 初始 值 
Gao = Dvsecho, Bio = ñ +Ó (9.6.13) 
利用 上 式 消去 式 (9.6.11b) 中 的 3, 代入 方程 (9.3.11b), 得 到 a 的 长 期 摄 动 规律 
_ S90 (Ao + C1)tan o 


ee (9.6.14) 


此 即 章 动 漂移 的 马 格 努 斯 公式 . 将 do, H 等 符号 换 作 ao, Ho, 即 与 式 (7.3.23) 完全 


9.6.4 ” 章 动 阻尼 
如 万 向 支架 轴承 内 存在 黏 性 摩擦 , 阻尼 系数 为 D, 外 环 和 内 环 轴承 内 的 阻尼 力 
矩 分 别 以 Moz。 和 Miw 表示 为 
Mozo = -Daa， Mu = -DA (9.6.15) 


将 式 (9.6.2) RAER, 变换 到 (O — XY Z) 坐标 系 , 导出 黏 性 阻尼 引起 的 摄 动力 矩 
增 量 
Mx = Dyvsec2Bsiny，My = -Dygvsiny%，Mz = 0 (9.6.16) 
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Mz 为 零 表明 内 、 外 环 轴承 内 的 阻尼 对 陀螺 的 转速 作用 不 产生 影响 . 将 上 式 代 入 方 
程 (9.3.11d) 的 右边 , 且 在 每 个 章 动 周期 内 平均 化 , 得 到 6 的 长 期 摄 动 规律 


T+9=0 (9.6.17) 


时 间 常 数 为 
24 


一 万 (+secz50) 
表明 轴承 摩擦 的 作用 使 陀螺 的 章 动 角 6 按 指数 规律 衰减 . 


T (9.6.18) 
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带 有 充 液体 空 腔 的 刚体 定点 运动 , 其 主要 工程 背景 为 带 有 液体 推进 剂 的 自 旋 
卫星 .液体 的 存在 使 简单 的 刚体 模型 变 为 由 刚体 和 液体 组 成 的 复杂 系统 . 1877 年 
开尔文 (Lord Kelvin) 从 实验 中 观察 到 充满 液体 的 球形 容器 旋转 时 处 于 临界 稳定 
状态 . 引起 关于 此 现象 物理 解释 的 讨论 , 格林 希 尔 (A. G. Greenhill) fA% (H. 
Poincaré) 等 数学 家 也 参与 了 讨论 . 1885 年 茹 可 夫 斯 基 (N.E.Rhukovsky) 对 全 充 理 
起 无 旋 液 体 的 刚体 运动 建立 了 等 效 刚体 概念 , 英 定 了 这 一 分 支 学 科 的 理论 基础 . 20 
世纪 60 年 代 以 莫 伊 谢 耶 夫 (N.N.Moiseev) 为 代表 的 线性 理论 研究 , 和 以 和 鲁 缅 采 夫 
(V.V.Rumjantsev) 为 代表 的 稳定 性 理论 研究 推动 了 充 液 系统 动力 学 的 发 展 , 旋转 中 
的 液体 运动 为 有 旋 流 动 , 椭 球 腔 内 有 旋 流 动 的 流 场 各 点 有 相同 的 涡 量 . 1974 年 普 费 
弗 (F.Pfeiffer) 将 平均 涡 量 作 为 离散 化 变量 , 平均 化 的 赢 姆 淮北 (HH.Helmholtz) 方程 
为 补充 的 动力 学 方程 分 析 充 有 旋 液 体 的 刚体 运动 . 本 章 首先 叙述 无 旋 和 有 旋 液 体 在 
腔 内 的 流动 如 何 离散 化 为 等 效 刚体 ， 然 后 分 析 欧 拉 情 形 和 拉 格 朗 日 情形 带 充 液 腔 刚 
体 的 自 旋 稳 定性 ,导出 解析 形式 的 稳定 性 判 据 . 最 后 讨论 利用 球 腔 内 的 旋转 液体 构 
成 液体 转子 陀螺 仪 的 可 能 性 . 


10.1 无 旋 液体 的 等 效 刚体 


10.1.1 ”液体 的 运动 学 


液体 作为 不 可 压缩 的 流体 , 可 视 为 特殊 的 质点 系 , 即 流 场 内 每 个 确定 位 置 P 点 
处 的 流体 质点 所 组 成 的 质点 系 . 所 谓 流 场 是 指 流体 所 占据 的 空间 , 空间 内 的 每 个 点 
与 确定 的 速度 相对 应 . 由 于 流体 的 流动 , 不 同 瞬时 占据 同一 点 的 可 能 不 是 同一 个 流 
体质 点 . 但 对 每 个 确定 的 瞬时 , 此 质点 系 与 通常 理解 的 质点 系 并 无 区 别 . 所 建立 的 
动力 学 方程 可 以 描述 每 个 时 刻 流 场 范围 内 流体 质点 的 运动 状态 . 

就 本 章 讨论 的 充 液 陀螺 而 言 ， 流体 的 流 场 V 为 刚体 内 的 充 液 腔 ， 设 O 为 刚 
体内 的 确定 参考 点 ， 建 立 固定 于 刚体 的 参考 坐标 系 . 为 便于 描述 ， 坐 标 轴 改 记 为 
zj (j = 1,2,3), 以 e; (j = 1,2,3) 为 基 矢 量 . P 点 相对 O 点 的 矢 径 r 为 


3 
r= sjej (10.1.1) 
j=l 


流 场 内 任意 点 P 的 位 置 由 (O — zizozs) 中 的 坐标 确定 , z; (7 = 1,2,3) 可 视 为 流体 
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质点 的 广义 坐标 , 它们 必须 满足 特殊 的 约束 条 件 , 即 流体 的 连续 性 条 件 和 不 可 压缩 


条 件 . 
流 场 V 中 任意 质点 P 相对 刚体 的 流速 u 为 坐标 zj (i = 1,2,3) 和 时 间 t 的 连 
续 函数 . 在 P 点 处 作 微 元 六 面体 , 其 棱 边 平行 于 (O — zizazs) 各 坐标 轴 , 质点 的 流 
动 必须 保证 六 面体 内 的 流体 质量 守恒 . 根据 流体 的 不 可 压缩 条 件 , 可 导出 


3 
divu= 》 2 = (10.1.2) 


此 条 件 可 视 为 限制 流体 质点 流动 的 非 完 整 约束 条 件 . 考虑 刚体 的 牵连 运动 , 设 刚体 
内 O 点 的 速度 为 vo, 瞬时 角速度 为 w, 则 P 点 的 绝对 速度 o 为 
v=vw+wxr+u (10.1.3) 


直接 验算 可 证 明 , v 满足 与 式 (10.1.2) 类 似 的 约束 条 件 
dve= 722 = (10.1.4) 


HEP u; 和 wj (G = 1,2,3) 分 别 为 w R v Æ (O - zizəzs) 中 的 投影 . 
定义 以 下 矢量 为 流 场 的 旋 度 , 记 作 rot v 


_ [us _ ðv eol _ Ous 
rot = (= z) e+ (z Bz1 e2 十 


Ov2 _ bu 
(= = 2) es (10.1.5) 


将 式 (10.1.3) 代入 后 , 导出 


rot v = rot u (10.1.6) 

利用 哈密 顿 算 子 符号 V 
v= = + Ze + Ze (10.1.7) 

可 将 流 场 的 旋 度 表示 为 
rotu= V xv, rotu= V xu (10.1.8) 


根据 斯 托 克 斯 (Stokes) 定理 , 作 有 旋 流 动 的 流 场 中 沿 任意 封闭 回路 L 的 速度 环 量 
T 可 用 旋 度 的 面积 积分 表示 为 


r=foar=| (Vx).nas=2| 0.nds (10.1.9) 
L s Ë 
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其 中 S 为 封闭 路 径 工 包围 的 曲面 , n 为 曲面 的 法 向 基 矢 量 ，9 定义 为 
A = (V x v)/2 (10.1.10) 
9 称 为 流体 团 的 涡 量 , 方向 与 旋 度 相同 , 模 为 旋 度 的 一 半 . 


旋 度 为 零 的 流体 称 为 无 旋 流 体 , 满足 以 下 条 件 
ðv ðv Bu _ Ous _ p vz ou 


=0 (10.1.11) 


z2 T3 > ðr} B71 = 0, ðzı Or» 
如 存在 以 下 函数 o, 满足 


y= G=1,23 或 u= Ve (10.1.12) 
Or; 


代入 式 (10.1.11), 此 条 件 可 自行 满足 . ó 称 为 无 旋 流 体 的 速度 势 函 数 , HA (11.1.12) 
代入 连续 性 条 件 (10.1.4), 证 明 势 函数 o 满足 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方程 , 即 ó 为 调和 
函数 . 
2 ë æ 

(a +a t aa 
AF855388 RA RR ERR Aa. 在 本 章 的 讨论 中 , 液体 
均 被 视 为 理想 流体 . 
10.1.2 ”斯 托 克 斯 ~ 茹 可 夫 斯 基 势 函数 


设 刚体 带 有 全 部 充满 无 旋 液体 的 空 腔 , 以 角速度 w 绕 固定 点 O 转动 (图 10.1). 
令 式 (10.1.3) 中 vo = 0, 液体 质点 的 绝对 速度 为 


) $=A$=0 (Pev) (10.1.13) 


v=wxr+u (10.1.14) 
z 
在 液体 与 腔 壁 的 界面 5 处 , 由 于 液体 不 可 能 向 刚体 内 
部 渗透, 也 不 可 能 脱离 腔 壁 , 其 法 向 流速 必须 为 零 . 写 
作 
图 10.1 充 液 刚体 u.=wu-n=0 (Pex) (10.1.15) 


其 中 n AEE S 的 法 向 基 矢 量 . HERRAR (10.1.14), 此 边界 条 件 化 作 
Wm =(wxr)-n=(rxn)-w (Pez) (10.1.16) 
由 于 无 旋 流 体 存在 势 函 数 ó, 此 条 件 可 写作 


æ =(rxn)w (Pez) (10.1.17) 
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定义 矢量 函数 y, 使 满足 


b=% w (10.1.18) 
Wy ZE 呈 界 面 上 应 满足 的 条 件 为 
rxn (Pe) (10.1.19) 


Yp 称 为 斯 托 克 斯 - 茹 可 夫 斯 基 势 函数 . 其 沿 (O — rrr) 各 坐标 轴 的 投影 q, (G = 
1,2,3) 均 为 由 诺 伊 曼 (Neumann) 边 值 问 题 确定 的 调和 函数 . 因此 y 完全 取决 于 腔 
体 的 几何 形状 , 与 刚体 的 运动 状态 无 关 . 


10.1.3 FAA 


将 刚体 和 腔 内 液体 对 O 点 的 动量 矩 分 别 记 作 五 中 和 HO). 利用 式 (10.1.12) 
将 H) 中 的 速度 v 用 势 函数 表示 , 导出 


HO = e| (r x v)dV = e| (r x Vé)aV (10.1.20) 
v v 
其 中 p 为 液体 的 密度 . 计算 HO) 沿 z, 轴 的 投影 HO, 得 到 
8 ð a 8 
HO 中 (Zn u Bta) dy = 中 B (éz) g %79) ay (101.21) 


BnG = 1,2,3) 为 腔 壁 法 向 基 矢 量 n X (O — zizazs) 各 轴 的 方向 余弦 , 利用 高 斯 
(Gauss) 定理 将 上 式 化 作 


HO =p J: $ (zans — zam) dS (10.1.22) 
与 此 类 似 , H 沿 zz, zs 轴 的 投影 Ha, Hs 为 
HP =p] $G -amads 
z (10.1.23) 
u=, | élem- zas 
利用 导出 的 HË) (7 = 1,2,3) 和 式 (10.1.18), (10.1.19), 可 将 动量 矩 HO 化 作 
(2) = ¿| ys 本 a 
H? =ef. € xn)gas =p] gr (P w)ds = GR Evas) w (10.1.24) 


将 上 式 中 并 矢 的 积分 用 J* 表示 , 称 为 液体 的 等 效 刚体 惯性 张 量 , 由 斯 托 克 斯 - 茹 可 
夫 斯 基 势 函数 p 完全 确定 
T= ef, 型 was (10.1.25) 
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则 液体 的 动量 矩 等 于 等 效 刚体 惯性 张 量 与 角速度 矢量 的 点 积 , 类 似 于 刚体 的 动量 矩 
计算 公式 . 利用 高 斯 原理 将 式 (10.1.25) 化 作 


ov ov ov 
-中 x= wpnrds = ej, Da (型 War= ef, x (Ë a=) av 
(10.1.26) 
张 量 J* 在 (O — zizazs) 中 的 坐标 Jy 的 计算 公式 为 


RN OW Dbi Ow pe 
R= JE aA iav = | aS = [0 h) (10.1.27) 


其 中 的 方 括号 为 沿 X 曲面 积分 的 简写 符号 . 张 量 J* 在 (O — z1z2z3) 中 的 坐标 矩 
阵 仍 以 J* 表示 
Izgi] [2,092] [2,55] (10.1.28) 
isy] [23,992] [ws, wsl 
因此 在 腔 内 液体 做 无 旋 运 动 的 前 提 下 , 即 液体 不 存在 回旋 运动 , 涡 量 9 为 零 
的 条 件 下 , 可 利用 上 述 等 效 刚体 概念 , 将 液体 的 运动 用 等 效 刚 体 代替 . 后 者 与 主 刚 
体 合并 为 同一 刚体 . 设 主 刚体 对 O 点 的 惯性 张 量 为 JO, 则 刚体 和 液体 组 成 的 系统 
对 O 点 的 总 动量 矩 为 


[vn va] 39 


H=J.:w (10.1.29) 
J 了 ,为 主 刚体 的 惯性 张 量 JO 与 液体 的 等 效 刚体 的 惯性 张 量 J* 之 和 
J.= JO) + J° (10.1.30) 
充 液 刚体 的 动能 T 亦 可 利用 普通 刚体 的 动能 公式 表达 为 
S jo -7.0 (10.1.31) 
则 充 液 刚体 的 运动 完全 等 价 于 普通 刚体 的 运动 . 


10.1.4 WRR 


等 效 刚体 的 惯性 张 量 J* 由 诺 伊 曼 边 值 问 题 的 解 确定 . 一 般 情 况 下 总 能 用 数值 
方法 求 出 , 对 于 几何 形状 规则 的 充 液 腔 体 , 可 能 存在 解析 形式 解 .以 椭 球 腔 情形 为 
例 (图 10.2). 

以 椭 球 腔 的 中 心 为 原点 O, 设 (O - rizazs) 为 椭 球 腔 的 主轴 坐标 系 ， a; (G = 
1,2,3) 为 椭 球 半 轴 , 腔 壁 s 的 曲面 方程 为 


F (zi, zə, za) = +243 150 (10.1.32) 
ai as 


zz 
a 
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图 10.2 椭 球 形 充 液 腔 
5 曲面 上 任意 P 点 处 的 法 线 相 对 (O — zizəzs) 各 轴 的 方向 余弦 可 利用 式 (2.3.8) 


Ea ICO (j =1,2,9) (10.1.33) 
"i = WF] (dr) 二 = =e 
其 中 参数 h 定义 为 a 
3 3 
h= 全 3) =} zjn (10.1.34) 
ji r= 


h 的 几何 意义 为 O 点 至 P 点 处 切 平面 的 距离 , 与 2.3.2 节 中 式 (2.3.9) 的 解释 类 似 . 
利用 式 (10.1.33), 势 函数 Y 在 5 边界 上 的 边界 条 件 为 


a a 
apa rai 
S = haati (š = 2) (Pex) (10.1.35) 
ows 1 


设 势 函数 y va vs 有 以 下 形式 
Yı = C1iT273, Wa = C2zsziíi, 403 = Csziz2 (10.1.36) 
代入 边界 条 件 (10.1.35), 解 出 常数 C; (G = 1,2,3) 后 化 作 
3... 2 a? 2 a? 
C e aka E E) aa E 
代入 式 (10.1.18), 得 到 


£ P) š— | 
as — as aa 一 ai aï — a% 
p= WiT27T3 + | 一 一 一 7 | w2z3sz1 十 z: 10.1.3: 

(455) amarg (s) sa sa (W 3)an + oas 


) zlz2 (10.1.37) 
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利用 式 (10.1.27) 计算 等 效 刚体 的 惯性 张 量 , 导出 


2 
m-a? p ma-a p mia) 
= Te’ 2 = 5 ota ' “3 5 aga (10.1.39) 
Jh =J} = Jà = 0 
其 中 m 为 全 充满 于 椭 球 腔 内 的 液体 质量 
m= T parasas (10.1.40) 


作为 特例 , 如 椭 球 腔 为 相对 zs 轴 对 称 的 旋转 椭 球 . 令 a1 = az, 和 = a3/a1 为 椭 球 的 


半 轴 比 , 得 到 
ma? (X2 一 i 


Ji =J= SOzf+ J = 0 (10.1.41) 
等 效 刚 体 缩 为 沿 对 称 轴 分 布 的 直线 . 如 为 球形 腔 , 令 al = az = as, 导出 
Jih = Jh = Jšs = 0 (10.1.42) 


等 效 刚体 缩 为 一 个 质点 . 上 述 结论 不 难 从 物理 观点 作出 解释 : 由 于 理想 流体 不 存在 
RUER, 当主 刚体 绕 腔 体 的 对 称 轴 旋转 时 , 腔 壁 不 可 能 带动 原来 静止 的 液体 旋 
转 . 对 于 球 腔 , 刚体 绕 任何 轴 旋 转 均 不 可 能 改变 腔 内 液体 的 静止 状态 . 


10.2 有 旋 液体 的 等 效 刚体 


10.2.1 ”液体 的 刚体 转动 


先 讨论 刚体 带 有 球形 腔 , 腔 内 全 充满 液体 的 特殊 情形 (图 10.3). 在 球形 腕 壁 的 
特殊 约束 条 件 下 , 允许 液体 团 在 主 刚体 内 做 整体 相对 转动 . 充 液 刚体 的 运动 与 带 球 
形 刚体 转子 的 陀螺 体 完 全 相同 . 如 主 刚体 静止 , 以 2' 表示 液体 团 在 主 刚体 内 做 刚 
体 转动 的 相对 角速度 , 则 流体 质点 的 相对 速度 为 


u=f xr (10.2.1) 
其 在 (O — zizəzs) 中 的 投影 为 
ta = (73 — fo 
uz = {71 — zs (10.2.2) 
us = fz2 — (UT1 
代入 式 (10.1.10), 计算 涡 量 2, 得 到 
图 10.3” 带 球形 充 液 腔 的 刚体 Q =90 G(=1,2,3) (10.2.3) 
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从 而 表明 , 液体 团 内 所 有 点 有 完全 相同 的 涡 量 , 此 涡 量 o 即 等 于 液体 团 的 刚体 转 
动 角速度 . 如 主 刚体 以 w 角速度 转动 , 则 考虑 刚体 的 牵连 运动 , 液体 团 的 绝对 角 速 
度 , 即 涡 量 应 为 

Q= +w (10.2.4) 


液体 质点 的 绝对 速度 o 为 
vı = {273 — fjsz2 
va = fT — fhzs (10.2.5) 
v3 = fhzə — {71 
设 JO) 为 凝固 的 液体 团 相对 O 点 的 惯性 张 量 , 则 液体 对 O 点 的 动量 矩 HO) 
为 
HO) = JO . Q (10.2.6) 
如 JO 为 主 刚体 的 惯性 张 量 , 则 充 液 刚 体 类 似 于 陀螺 体 , 其 总 动量 矩 可 表示 为 
H=J0O._o+JO).Q= J. + JO. g (10.2.7) 
其 中 J 为 主 刚体 与 凝固 液体 组 成 的 系统 的 总 惯性 张 量 
J=J® + JO) (10.2.8) 


10.2.2 ”液体 的 均匀 涡 旋 运 动 
上 述 液体 的 刚体 运动 只 存在 于 球形 腔 , 不 可 能 在 椭 球 腔 内 实现 . 但 椭 球 腔 内 的 

液体 存在 一 种 与 刚体 转动 接近 的 简单 流动 . 设 椭 球 腔 壁 攻 的 曲面 方程 如 式 (10.1.32) 
所 示 , 作 以 下 坐标 变换 

zj=ajzo (=1,2,3) (10.2.9) 
则 变换 后 的 椭 球 腔 成 为 球 腔 . 设 此 球 腔 内 的 液体 以 相对 角速度 Q, 做 刚体 转动 , 液 
体质 点 的 相对 速度 uo 对 (O — zoizo2zos) 各 轴 的 投影 uo; (j = 1,2,3) 为 

Uo1 = 2203 — {WaT02 

Uo2 = azol — Wizos (10.2.10) 

uo3 = fh1T02 — (U2T01 
其 中 N (j = 1,2,3) 为 Ng Æ (O -zolzozzos) 中 的 投影 . 球 腔 内 的 流速 wo 与 液体 
的 实际 流速 u 之 间 遵 循 与 式 (10.2.9) 相同 的 比例 关系 


uj=ajuo; (j=1,2,3) (10.2.11) 
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利用 式 (10.2.9), (10.2.11) 将 式 (10.2.10) 变换 为 实际 流速 , 得 到 
u= Tass = T ara 
w= u u C ñas (10.2.12) 
us = Pusa = T at 

庞 加 莱 将 这 种 运动 称 为 流体 在 椭 球 腔 内 的 简单 流动 . 


液体 在 腔 壁 处 法 向 相对 速度 为 零 的 条 件 (10.1.15) 要 求 


nE BF gup E 
uge tar t'a = 0 (10.2.13) 


式 (10.1.32) 和 (10.2.12) 可 使 条 件 (10.2.13) 成 为 恒等式 . 从 而 证 明 , 液体 的 简单 流 
动 满足 椭 球 腔 壁 的 边界 条 件 . 当 刚 体 以 w 角速度 转动 时 , 液体 质点 的 绝对 速度 为 
= w2Z3 一 w3Z2 + U1 
V2 = w371 — 0123 + 2 (10.2.14) 
V3 = w172 — W271 + Us 


将 式 (10.2.13), (10.2.11) 代入 式 (10.15) 计算 液体 的 涡 量 , 得 到 


2433 
M =a (Ht) M 


2a2as 


a3 + a? 


n 
PPR ) Aba (10.2.15) 
N = os + (Ese +a) Mog 


2ala2 


m =+ ( 


š 算出 的 涡 量 2 与 位 置 无 关 , 即 流 场 内 所 有 质点 
具有 相同 的 涡 量 .因此 可 将 上 述 简单 流动 称 为 


液体 的 均匀 涡 旋 运动 (图 10.4). 利用 上 式 将 式 
| (10.2.10) 中 的 Poj W Qo; (i = 1,2,3) 表示 ， 
> B 代入 式 (10.2.14), 化 作 
2 v = haza — Maza + ut 
y V2 = T1 — fhzs + š (10.2.16) 


BL104 椭 球 腔 内 的 均匀 涡 旋 运 动 vs = Mza — Matı + 8 
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与 式 (10.2.5) 对 照 可 看 出 , 液体 质点 的 速度 由 刚体 转动 和 因 腔 壁 的 椭 球 度 所 引起 
的 速度 增 量 v 所 组 成 ，v* 的 存在 保证 液体 满足 腔 壁 处 的 边界 条 件 , 其 投影 式 
地 (= 12,3) 为 


4- a 
(s= (as — 0)zs + ( A) tos- aa 
2 


2 
"PE [s - 31 
E3 Fa) 

3a 
»* (3 — 32 22 = ek. = ñ 10.2.17, 
s= (4) ws aa (Si) ww h) zs ( ) 
u= a3 ) 3 — 


(5 (wi — M) z2 ($ FF 2) (w2 — Ma) T1 
速度 增 量 v* 存在 势 函 数 $, 即 
v =Vọ (10.2.18) 


$= (45) (wi — h) zazs + (455) (wa — Ma) zazl 


a? — a2 
+ ($= 7 a) (ws — N3) T112 (10.2.19) 


与 式 (10.1.38) 比较 , JEZER A SAER EE A TENERE RRR, 仅 须 将 其 中 的 w 
换 作 w — Q. 因此 均匀 涡 旋 运动 的 流动 规律 为 刚体 转动 与 有 势 流动 的 又 加 , 即 


u= f xr + Vé (10.2.20) 


对 于 球 腔 的 特殊 情形 , < a) = az = as, 则 附加 流动 和 对 应 的 势 函数 均 不 存在 . 
相对 轴 对 称 的 旋转 椭 球 腔 为 另 一 种 特例 , 即 a, = az, 如 Qf = 0 = 0, 附加 流动 亦 
不 存在 , 液体 可 绕 腔 体 的 对 称 轴 做 刚体 转动 . 一 般 情况 下 , 可 将 势 函 数 写作 


$= (o — Q) (10.2.21) 


p 为 斯 托 克 斯 - 茹 可 夫 斯 基 势 函数 , 由 条 件 (11.1.19) 对 应 的 诺 伊 曼 边 值 问题 确定 . 
10.2.3 ”有 旋 液 体 的 动量 矩 
利用 式 (10.2.20) 计算 做 均匀 涡 旋 运 动 的 液体 团 的 动量 矩 HO) 


HGQ) = ef rx (Q xr+Vé)dV (10.2.22) 
LA 
如 主 刚体 静止 , 令 w = 0, 导出 


HO) = J'.Q (10.2.23) 
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其 中 张 量 J 为 凝固 液体 与 等 效 刚体 的 惯性 张 量 之 差 


J'= J@) — J* (10.2.24) 
表明 液体 团 的 均匀 涡 旋 运动 与 惯性 张 量 为 7', 角速度 为 Q 的 刚体 转子 有 相同 的 动 
量 矩 , 两 种 运动 等 效 . 
如 主 刚 体 以 角速度 w 转动 , 则 导出 
HO) = JO. Q + J* - (o — ñ) (10.2.25) 
充 液 系 统 的 总 动量 矩 为 
H=J® .w+J® Q +J* (o — Q) (10.2.26) 
利用 (10.2.8), (10.1.30), (10.2.24) 等 式 定义 的 张 量 J, Je, 了, DEE H 可 表示 为 
H=J, w+- Q (10.2.27) 
利用 液体 相对 主 刚体 的 相对 涡 量 2' = 0 — w, 也 可 将 动量 矩 H 写作 
H=J-w+ J-A (10.2.28) 


与 液体 在 球 腔 内 做 刚体 运动 的 动量 矩 公式 (10.2.7) 类 似 , 仅 其 中 凝固 液体 的 惯性 张 
量 JO) 以 扣除 J* 的 张 量 .7 代替. 


103 ”旋转 液体 的 动力 学 方程 


10.31 ” 欧 拉 水 动力 学 方程 
在 流 场 内 任意 P 点 处 作 棱 边 平行 于 zt, ra, ra 各 轴 的 微 元 六 面体 , 根据 此 微 元 
流体 团 内 惯性 力 、 压 力 和 体积 力 的 平衡 导出 理想 流体 的 动力 学 方程 
a =pf-Vp=0 (10.3.1) 
其 中 p 为 压强 , f 为 单位 体积 的 比 力 . 令 dv/dt 的 求 导 过 程 相对 主 刚体 进行 , 以 波 
浪 号 表示 相对 主 刚体 的 局 部 导数 , W o 为 主 刚体 的 角 巡 度 ， 则 有 
~=- +wxv (10.3.2) 


流 场 内 的 流速 v 为 坐标 z; (7 = 1,2,3) 和 时 间 t 的 连续 函数 , 导数 dv/dt 可 展开 为 


roz 87 pa g7 eVe Ea A (10.3.3) 
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将 式 (10.3.2), (10.3.3) 代入 式 (10.3.1), 得 到 
2 iu Vvtwxv=f-ŻVp=0 (10.3.4) 
即 理想 流体 的 动力 学 方程 , 称 为 欧 拉 水 动力 学 方程 . 


10.3.2 ZAREN 
对 方程 (10.3.4) 的 各 项 计算 旋 度 , 利用 rotV = 0 及 以 下 关系 式 


rot (u- V)v =2(u: V) N —2(0.V)o +o - (Vo) (10.3.5a) 
rot (w x v) = 2w x R — w - (Vv) (10.3.5b) 
且 设 体积 力 了 = VU 为 以 U 为 势 函数 的 有 势力 , 其 旋 度 为 零 . 导出 


+ V)0 +o x n=(0-9)o (10.3.6) 
或 
a 
s =(2.V)v (10.3.7) 


此 方程 不 包含 压强 p 和 体积 力 f, 以 涡 量 Q 为 未 知 变量 , SKU 91k S, 是 描 
述 有 旋 流 体 运 动 的 另 一 种 形式 动力 学 方程 . 一 般 情 况 下 , AERA (10.3.7) 中 
的 Q) 为 坐标 z; (j = 1 2,3) 和 时 间 t 的 函数 . 对 于 椭圆 腔 内 流动 为 均匀 涡 旋 运 动 
的 特殊 情形 , 流 场 内 各 点 有 相同 的 涡 量 , 2 仅 为 时 间 t 的 函数 , 方程 (10.3.7) 为 常 
微分 方程 . 

将 式 (10.2.16), (10.2.17) 代入 方程 (10.3.7), 导出 其 投影 式 


dQ 2 | ws 内 waf a2 — a3 
= 2⁄ _ .3. 
che Ee er arara] Coss 
db ,2[_ wif wz a — a? 
di 232 É +a a2+a? < (aĝ + a3) (a2 + a?) MM gosn) 
dhs 2 [_22% wih a? — a2 
=2 = 
a a Ec rc Mr Tc ee Goas 


如 椭 球 腔 相对 zs 轴 对 称 , 令 a) = a2, 和 = as/aa, 方程 组 (10.3.8) 简化 为 


dg 
(1+X) ( 坚 - 0) + 22 fs — (1 — A?) Q, Qs = 0 (10.3.9a) 
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a+) ($ = usm) — of) + (1 — 2) hM = 0 (10.3.9b) 


t 
(+) Se ih +2% (wh — wM) = (10.3.92) 
10.3.3 ” 涡 量 守恒 定理 


将 方程 组 (10.3.8) 各 式 分 别 乘 以 a3o3 N ,a3a? Mh, ajaz N 后 相 加 , 得 到 


aah m + a3a1 h 2h + hamt =0 (10.3.10) 
积分 得 到 
a2a3 02 + a3a202 + ala2 Q = 常数 (10.3.11) 
Jaqi Rk nB EE. 
对 于 旋转 椭 球 情形 , 初 积分 (10.3.11) 化 作 
A? (Q? + 02) + 93 = 常数 (10.3.12) 
如 为 球形 腔 , 令 = 1, 化 作 
n = 常数 (10.3.13) 


即 涡 量 的 模 不 随时 间 改 变 . 由 于 理想 流体 在 球 腔 内 处 于 无 力矩 状态 , 此 结论 是 动量 
和 矩 守恒 的 必然 结果 . 


10.3.4 ”平均 化 的 玄 姆 堆 兹 方程 


楷 球 腔 是 液体 能 实现 均匀 涡 施 运动 的 唯一 几何 形状 的 腔 体 . 除权 球 腔 以 外 的 任 
何 形状 腔 内 部 均 不 可 能 有 均匀 涡 施 运动 存在 . 1974 年 普 费 弗 建议 , 对 于 非 权 球 形 有 
可 将 流 场 内 各 点 的 涡 量 在 腔 内 平均 化 , 所 得 到 的 平均 涡 量 用 于 近似 代替 液体 的 实际 
涡 量 .液体 的 运动 近似 地 用 平均 化 的 均匀 涡 旋 运动 描述 , 称 为 准 均匀 涡 施 运 动 . 从 
而 将 上 述 结论 的 适用 范围 扩大 到 和 非 权 球 腔 的 更 一 般 情形 . 
对 于 全 充 于 任意 轴 对 称 腔 体 内 的 液体 , 其 涡 量 的 平均 值 为 平均 涡 量 , 记 作 Q, 
= >Í aV (10.3.14) 
y: 
将 方程 (10.3.7) 的 两 边 在 流 场 V 中 作 平均 化 , 9313510. 2CBHE kh E 
dNa 
dt 
设 腔 内 液体 的 流动 接近 于 均匀 涡 旋 运动, 其 流速 接近 于 式 (10.2.20) 描述 的 分 布 规 
律 . 仅 其 中 的 涡 量 2 以 平均 涡 量 o, AE 


v=., x r + Vó (10.3.16) 


1 
= f: (2.V)ody (10.3.15) 
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HERRA 3946224838 362y 8 (10.3.15) 的 右边 , 且 利用 以 下 关系 式 


3 
(0V) (maxr) =P Gg (n. x r)- ae 
j=1 


3 
= 0; (G, x e;): e;] e; 


j=1 


3 
= B [(e; x ej): Nolei=0 (10.3.17) 
j=1 


导出 


1 1 ETS 
zj asa =; 0 noxr+tvoar = ç | (D.vV)veay 


设 充 液 刚 体 的 稳 态 运动 是 主 刚体 连同 凝固 的 液 
体 以 角速度 wo 绕 对 称 轴 , BD rs 轴 作 同步 的 永 
久 转 动 . 在 受 扰 运 动 中 略 去 12。 - woes|, |w 一 
wesh, |V 等 扰动 量 的 二 阶 以 上 小 量 , 使 用 图 
10.5 所 示 的 柱 坐 标 ,9, z， 利 用 高 斯 定理 将 式 
(10.3.18) 化 作 


žl, (n.V) VaV = vh a; Voa 
= 多 | Vonsds (10.3.19) 


其 中 ns 为 22 曲面 上 任意 点 处 的 法 线 n 相对 zs 
轴 的 方向 余弦 . 设 ! 为 沿 腔 壁 母线 L 的 曲线 坐 
标 , 则 有 


(10.3.18) 


图 10.5 ”表示 轴 对 称 腔 壁 上 任意 点 


nsdl = 一 dr (10.3.20) EENEI 
可 将 式 (10.3.19) 化 作 
AR VénsdS = >f g dmnardgdl = -学 (É veas) rdr (10.3.21) 


将 式 (10.2.21) 表示 的 势 函 数 % 中 的 涡 量 2 以 平均 涡 量 N, 代替, 写作 


b=.(w— 0.) 
导出 


(10.3.22) 


i Vdo = (F vuan) «(w — Ra) (10.3.23) 
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将 斯 托 克 斯 - 茹 可 夫 斯 基 势 函数 y 分 离 变量 , 写作 


0 = 4 (r, z) - (sin ĝe, — cos 0e2) (10.3.24) 
用 柱 坐标 表示 哈密 顿 算 子 V 
V= (š cos0 一 15 sing) e+ (š sin0 + L cos0) e+ Že (10.3.25) 


则 并 矢 Vy 相对 (O 一 zizazs) 的 坐标 矩阵 为 
(# _ £) cosĝðsinð 一 (Z) cos2 0 + 于 sin28 0 

Vw= (2) sin2b 十 区 coe20 一 (# w 2) cosgsing 0 |- (10.3.26) 

ow 


2: sing —— cos0 0 


RAR (10.3.23) 中 Vy 的 积分 , 导出 
gi (u= (Z + s) o 


Br r 
27 
| vydo=x| OW 0 0 (10.3.27) 
0 Or r 
0 0 
再 代入 式 (10.3.23), 简化 为 
2x 
| V6d0 =x (Z + $) [es x (w — 9J] (10.3.28) 
依次 代入 (10.3.21), (10.3.19), (10.3.18) 等 式 , 导出 
+Í (R -V)vdV = -wT [es x (o — pa (10.3.29) 
v 
其 中 为 影响 平均 涡 量 变化 率 的 参数 , 由 沿 轴 对 称 腔 体 母 线 L 的 曲线 积分 确定 
r=-žf (Z E v) dr (10.3.30) 


令 方程 (10.3.15) 中 的 求 导 过 程 相对 动 参 考 坐 标 系 进行 , 后 者 的 角速度 为 w, 将 式 
(11.3.29) 代入 后 , 平均 化 的 亥 姆 霍 兹 方程 (10.3.15) 化 作 

ia +w X Na +woT [es x (w — f2,)] = 0 (10.3.31) 
也 可 用 主 刚体 内 的 相对 平均 涡 量 N, = Q, -w 表示 为 


d 
# (Q. +w) +w: x (N, +o) -wor (es x Ri) =0 (10.3.32) 
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10.3.5 ”旋转 椭 球 腔 情形 


对 于 母线 为 任意 形状 的 轴 对 称 腔 , 参数 了 总 能 用 数值 方法 得 出 . 如 腔 体 具有 简 
单 几何 形状 , 则 有 可 能 导出 的 解析 式 . 以 旋转 椭 球 形 腔 为 例 . 将 直角 坐标 表示 的 
椭 球 面 方程 (10.1.32) 变换 为 柱 坐 标 , 令 


zi = rcos0, z2= rsin0, T3 = z (10.3.33) 
B. a = az, À = 03/0, 导出 腔 体 的 母线 方程 
z(r)=+Aya? - r? (10.3.34) 


WREKEN- TREA y 已 在 式 (10.1.37) 中 给 出 . 利用 式 (10.3.3) 
变换 为 用 柱 坐 标 表示 


Yı = Ysin, Yz = —Wcos0, +s = 0 (10.3.35) 
其 中 
1-2)? 
y(r,z)= (1) rz (10.3.36) 


H (10.3.34), (10.3.35) RAR (10.3.30), 令 V = 4n)a?/3, 且 利 用 式 (10.3.34) W 
去 z. 对 母线 的 上 半 段 (dr < 0) 和 下 半 段 (dr > 0) 分 别 积分 , # 118483] 


à? 一 1 
= 二 (二 s =) ra? 一 r2dr = s= (10.3.37) 


圆柱 形 腔 是 存在 解析 积分 的 另 一 特例 ,其 用 柱 坐 标 表示 的 解析 形式 势 函数 Y 
由 菇 可 夫 斯 基 导 出 . 对 于 半径 为 a, 半 高 为 h 的 圆柱 腔 , 解析 形式 的 参数 r 为 


_ | 和 总 了 hb(Ghya) 
=1-+ Soe C-D (10.3.38) 


其 中 6 (7 = 1,2,…) 为 一 阶 贝 塞 尔 函 数 J. (z) 的 导数 零点 . 具体 的 推导 过 程 可 参 
阅 文 献 [46]. 
104 充 液 刚 体 动力 学 


10.4.1 ， 充 液 刚体 动力 学 方程 


在 讨论 刚体 与 液体 组 成 的 混合 系统 的 动力 学 问题 时 , 为 与 前 面 各 章 讨 论 刚 体 运 
动 时 采用 的 参考 坐标 系 (O 一 zyz) 取得 统一 , 将 本 章 前 三 节 中 的 流体 力学 分 析 使 用 
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过 的 坐标 系 (O — zazazs) 改 为 (0 — zyz). 各 变量 的 下 角 标 1,2,3 也 相应 地 改 为 
zy, z. 

BARAR ERI Es i EAA RRRA O 点 做 定点 运动 . 
系统 对 O 点 的 动量 矩 H 的 表达 式 如 式 (10.2.27) 所 示 . 其 动力 学 方程 可 由 动量 矩 
定理 (2.2.23) 导出 . 将 刚体 的 连 体 主轴 坐标 系 (O — zyz) 取 作 参 考 坐 标 系 , 写作 

更 +wxH=M (10.4.1) 


设 各 惯性 张 量 J, J., J' 在 (O — zyz) 中 的 主 惯 性 矩 分 别 为 


J: A B C 
J.: A. B. C. (10.4.2) 
J: # B C 


将 式 (10.2.27) RAR (10.4.1), 导出 其 投影 式 


A, + A! Q'a + (C — B) wywz + O'wa — B'u, Q, = Mz (10.4.3a) 
Biy + B'Ò'y + (A -— C) ww + A'W: -Cuz24 = My (10.4.3b) 
Cü, + C! (r, + (B — A) wzwy + B'oz y — A'wy f = Mz (10.4.3c) 
HAREA (10.3.8) 中 变量 的 下 角 标 改 为 z,y,z, 写作 
df 2[ wz ov 2, a — aš 
0, 0, 10.4.4 
q ma n- a + as KICETUICES) w9 (10.4.45) 
dy _ 3 2| wz _ we a — a2 
ra lz +a ”可 + t (Q+ al) 加 + 而 > (10:44h) 
40, 2 [ oy 0; uz fy a? — 
=A = .4. 
dt a3 ag +a? ajj+a i agt (10.4.40) 
列 出 式 (10.2.4) 的 投影 式 
做 = 内 -wo = y- wy f = 0, Wz (10.4.5) 


欧 拉 方程 (10.4.3) 与 交 姆 霍 兹 方程 (10.4.4) 及 式 (10.4.5) 组 成 封闭 的 方程 组 , 可 解 
出 9 个 未 知 变量 : Do Do Ne, wz, wy, wz Q, Q, A, 以 确定 充 液 刚 体 的 运动 规律 . 
设 刚体 和 充 液 腔 均 为 相对 zs 轴 的 轴 对 称 体 , 令 a) = as, A = B, A, = B.,A' = 
B'. 对 于 充 液 腔 为 非 椭 球 腔 的 更 一 般 情形 , 上 述 动力 学 方程 中 的 相对 涡 量 2' 可 用 
平均 相对 涡 量 24 近似 地 代替 . 设 系统 无 外 力矩 作用 , 其 稳 态 运动 为 主 刚体 连同 腔 
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内 液体 以 角速度 wo 绕 zs 轴 做 同步 的 永久 转动 . 为 简化 符号 , 略 去 平均 涡 量 Q, 的 
下 标 a, 仅 保留 wa, ytz — wwo, Oi, Q, Q: 的 一 阶 微量 , 方程 组 (10.4.3) 简化 为 


Aà, + A'R — (A — C) wowy — Alo f2, = 0 (10.4.6a) 
Aisy + A'A, + (A — C) wows + A'woN, = 0 (10.4.6b) 
Co, +0, = 0 (10.4.6c) 
将 轴 对 称 腔 情形 的 交 姆 霍 兹 方程 (10.3.9) 中 变量 的 下 角 标 改 为 z, u, z, 写作 
(1+2?) ($ _ ws) + 20, — (1 — X?) QUR = 0 (10.4.7a) 
(1+X) ($ _ ws) — 2w Nz + (1 — X) aR =0 (10.4.7b) 
(1+2?) m +2X (oz Ü, — wy Ns) = 0 (10.4.7c) 


以 量 纲 为 一 的 时 间 > = wot 为 自 变量 , 仍 保留 速度 、 角 速度 及 求 导 符号 不 变 . 且 引 
入 以 下 复 变 量 


C=ws tiwy u= +Y (10.4.8) 
将 方程 (10.4.6a), (10.4.6b) 合并 为 复数 方程 
AC+i(A- OC+AV+iAw=0 (10.4.9) 
方程 (10.4.7a), (10.4.7b) 略 去 二 阶 微量 后 , 亦 化 作 复 数 形 式 
Q+X) (¿+ 0) +2w = 0 (10.4.10) 


10.4.2 ” 欧 拉 情形 充 液 刚 体 


设 刚体 和 腑 体 均 相对 z 轴 对 称 , 腔 内 全 充 有 旋 理 想 液体 . 讨论 此 系统 无 力矩 作 
用 时 绕 固定 点 O 的 运动 , 即 欧 拉 情形 充 液 刚体 的 定点 运动 . 无 力矩 状态 下 系统 相 
对 O 点 的 动量 矩 守 恒 . 以 O 为 原点 建立 惯性 坐标 系 (O — EN), 令 〈 轴 与 守恒 的 
动量 矩 矢量 H 一 致 . 轴 对 称 刚体 相对 (O — En) 的 姿态 用 3.2.1 节 定 义 的 卡尔 丹 
H oa B, o 表示 . 设 连 体 坐标 系 从 (O -EnC) 位 置 出 发 , 首先 绕 £ 轴 转 动 a 角 到 达 
(O 一 zoyozo) 位 置 , 再 绕 yo 轴 转 动 8 APNE (O -zyz) 位 置 , 最 后 绕 z 轴 转 动 o 角 
到 达 (O — z ya za) 位 置 (图 10.6). (O — zyz) 为 轴 对 称 刚体 的 莱 查 坐标 系 . 各 坐标 
系 之 间 的 关系 如 图 3.4 MR. 

a 8 "2 
(O —£n() — (O — zotoz0) 一 (O —zuz) 一 (O — Znyrzn) 
$, zo Yoy Z, žr 
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设 充 液 刚体 的 稳 态 运动 为 主 刚体 连同 凝固 的 液体 以 角速度 wo 绕 与 《 轴 重 合 
的 极 轴 z 做 永久 转动 . 受 扰 后 z 轴 在 ¢ 轴 附 近 有 微小 偏离 , a, 8 为 小 量 . 仅 保留 其 
一 次 项 时 , 动量 矩 H 相对 (O — zyz) 的 投影 为 


H,=-HB0, Hy= Ha, H,=H (10.4.11) 
刚体 的 角速度 w 在 (O — zyz) 中 的 投影 为 
wz=å, wy=P, u,= ó (10.4.12) 


利用 充 液 刚体 的 动量 矩 公式 (10.2.28), H 的 投影 也 可 用 角速度 和 平均 相对 涡 量 表 
示 . 写作 


Hs = Aws + A'N, Hy = Awy+ A'R, H, = Cu, + O'A (10.4.13) 
令 上 式 与 式 (10.4.11) 逐 项 相等 , BA (11.4.12) RA, 得 到 

A+ HB+ AQ = 0 (10.4.14a) 

Ab- He + A'A, = 0 (10.4.14b) 

ġ = wo — (C'/C) A (10.4.14c) 


其 中 wo = H/C 为 永久 转动 角速度 . 式 (10.4.14) 包含 的 3 个 方程 可 视 为 无 力矩 条 
件 下 欧 拉 方程 的 初 积分 . 相对 涡 量 2 应 满足 平均 化 效 姆 置 效 方程 (10.3.32), 其 中 
的 动 坐标 系 为 菜 查 坐 标 系 (O — zyz), 其 角速度 为 


Qz =, wy= 有 wz=0 (10.4.15) 


将 其 中 的 基 矢 量 es 以 k 代替 , 仅 保留 扰动 量 à, b 及 o, — wo, 02, 0, 0: 的 一 次 项 ， 
写作 


š (e + A) —ook x (wr +r R) = 0 (10.4.16) 


将 式 (10.4.12), (10.4.15) RAER, 其 沿 z 轴 的 投影 式 表明 绝对 涡 量 o, 为 常 值 , 沿 
z A y 轴 的 投影 式 为 
Ää +B + f), + Too h = 0 (10.4.17a) 
Ë- o + r, 一 Fuo = 0 (10.4.17b) 
以 量 纲 为 一 的 时 间 + = wot 为 自 变量 , 除 式 (10.4.7) 定义 的 复 变 量 w 以 外 , 再 引入 
复 变 量 z 
z=a+iß (10.4.18) 
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将 方程 (10.4.14a) 和 (10.4.14b), (10.4.17a) 与 (10.4.17b) 合并 为 复数 方程 


š — iÀz + yu = 0 (10.4.19a) 
ž-iż+ů-iľw=0 (10.4.19b) 
其 中 ë > 
=— =— 10.4.20; 
s= tan (10.4.20) 


为 避免 与 椭 球 的 半 轴 比 混淆, 此 处 用 大 写 的 4 表示 惯性 矩 比 . 
将 z, w 的 指数 形式 特 解 代入 复数 方程 组 (10.4.19) 


z= Zeier, u = Welsr (10.4.21) 
导出 频率 方程 
(1-7)? - (T +4-7)o+Ar=0 (10.4.22) 
根据 此 方程 特征 根 为 实 根 的 条 件 判断 , 自 旋 充 液 刚体 的 一 次 近似 稳定 性 条 件 为 
>0 稳定 


(I +A- -4Ar (1-7) (10.4.23) 


<0 不 稳定 
参数 y 介 于 0 与 1 之 间 , 当 T < 0 时 , 稳定 性 条 件 (10.4.23) 恒 满足 . RERE 
情形 的 式 (10.3.37) 估计 , P < 0 对 应 于 < 1, 即 as < a, 情形 . 因此 带 扁 椭 球 充 液 
腔 的 刚体 绕 对 称 轴 的 自 旋 运动 必 稳定 . 对 于 as > ay 的 长 椭 球 腔 情形 , T > 0, 将 条 
件 (10.4.23) 展开 后 化 作 


4-2 +y- 27) A+ —- 2 20 (10.4.24) 
此 方程 确定 4 的 两 个 实 根 
Ai2= P +y-y+2yT70 — m T) (10.4.25) 
则 稳定 性 条 件 转化 为 


A2A 或 ASA 稳定 
Ai > A> A 不 稳定 


图 10.6 给 出 (y, A) 参数 平面 内 不 同 三 对 应 的 稳定 域 . 由 封闭 曲线 组 成 的 不 稳定 域 
均 集中 在 4 < 1 范围 内 , 则 4 > 1 必 稳 定 . 从 而 证 明 , 刚体 绕 最 大 惯性 主轴 自 旋 时 ， 
即使 带 有 长 椭 球 充 液 腔 仍 满足 一 次 近似 稳定 性 条 件 . 


(10.4.26) 
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图 10.6 ” 欧 拉 情形 自 旋 充 液 刚 体 的 稳定 域 


上 述 结论 可 用 于 解释 开尔文 问题 2. 1877 年 开尔文 在 薄 壁 球形 充 液 腔 的 旋转 实 
验 中 , 发 现 其 自 旋 运 动 处 于 临界 稳定 状态 . 当 陀 螺 外 形 稍 趋 扁平 时 旋转 轴 保 持 稳定 ， 
而 稍 趋 细 长 即 出 现 强烈 不 稳定 现象 . 为 解释 此 现象 , 设 充 液 腔 为 旋转 椭 球 形 注 壁 过 
体 , 主 刚体 的 质量 忽略 不 计 , 椭 球 液体 团 的 主 惯 性 矩 等 参数 为 

4A? Jo 


z 2 r E a "z 
A=h(1+)°), A =I? C=0'=2h (10.4.27) 
其 中 Jo = 4rpafas/15. WA 
2 2 y 
des ss (ry) Qa 


将 上 式 和 式 (10.3.37) 代入 稳定 性 条 件 (10.4.23), 化 作 
(2-1) (à? - 9) > 0 (10.4.29) 
从 而 导出 一 次 近似 稳定 性 条 件 : 
入 >3 或 <1 稳定 
1<A<3 不 稳定 


开尔文 实验 证 实 了 和 < 1 的 稳定 现象. 与 = 1 对 应 的 球形 薄 壁 充 液 容器 处 于 自 旋 
稳定 性 的 临界 状态 , 外 形 稍 有 变化 , 即 从 稳定 转 为 不 稳定 . 

当 充 液 腔 的 几何 参数 和 液体 比重 已 确定 的 条 件 下 , 可 从 式 (10.4.24) 导出 (A, C) 
参数 平面 内 的 稳定 域 边 界线 


C = A +(A-2A)T +2VAT(- P (A= A) (10.4.31) 


(D 开尔文 问题 于 1877 年 提出 , 1880 年 格林 希 尔 对 线性 化 方程 得 出 稳定 性 判 据 . 1979 年 派克 斯 (Parks) 
保留 非 线性 项 , 用 李 雅 普 诺 夫 方 法 导出 相同 的 结果 . 


(10.4.30) 
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计算 带 椭 球 形 (ai = 0.15 m, as = 0.3 m,A! = 0.4 kg . m°) 或 圆柱 形 充 液 腔 (a = 1 m, 
h = 1.25 m,A' = 4 kg - m2) 的 自 旋 刚 体 的 稳定 域 , 分 别 示 于 图 10.7(a) 和 10.7(b). 在 
图 10.7(b) 中 , 用 实 线 表示 的 稳定 域 边界 根据 圆柱 形 腔 内 流 场 计算 得 出 , 虚线 表示 
由 平均 涡 量 概念 作出 的 近似 边界 线 . 对 于 图 10.7(a) 的 椭 球 腔 情 形 , 这 两 种 边界 线 
完全 吻合 . 


EAEN S= 8] 
60| 100 
50| 80 
40| 稳定 稳定 一 


60 
30| 


40 


10 稳定 


0 — 
10 20 30 40 50 60 A/kg.m2 50 100 150 A/kgm? 
(a) (b) 


图 10.7 带 椭 球 形 和 圆柱 形 充 液 腔 的 自 旋 刚体 的 稳定 域 


10.4.3 ” 拉 格 朗 日 情形 充 液 刚 体 


带 充 液 腔 的 拉 格 朗 日 情形 刚体 定点 运动 是 充 液 弹丸 绕 质 心 运动 的 力学 模型 . 设 
刚体 和 充 液 腔 均 相对 z 轴 对 称 , 腔 内 全 充 有 旋 
理想 液体 (图 10.8). 固定 点 O 和 系统 的 质心 O. 
均 在 对 称 轴 上 .将 (O EnC) 改定 义 为 与 地 球 
固定 的 参考 坐标 系 , Ç 轴 沿 地 垂 线 向 上 . 利用 式 
(10.2.28) 写 出 充 液 系统 相对 O 点 的 动量 算 


H=J w+ w (10.4.32) 


其 中 张 量 7 = J 一 J* 为 充 液 腔 内 凝固 液体 与 
等 效 刚体 的 惯性 张 量 之 差 . 设 m 为 充 液 系统 的 
总 质量 ,! = OO; 为 质心 相对 固定 点 的 矢 径 , 则 
重力 对 O AREA 


M =1xmg (10.4.33) ”图 10.8 ” 带 充 液 腔 的 拉 格 朗 日 刚体 
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代入 动量 矩 定理 (2.2.23), 得 到 

+w x H =1x mg (10.4.34) 
仍 采 用 上 节 定 义 的 卡尔 丹 角 a b, p 表示 刚体 的 姿态 .将 式 (10.4.13) 和 (10.4.15) 
代入 方程 (10.4.34), 计算 其 在 (O — zyz) 中 的 投影 式 . 仅 保留 扰动 量 的 一 次 项 时 , 沿 
z 轴 的 投影 式 存在 初 积分 


@+(C'/C) f = wo (10.4.35) 

沿 z 轴 和 y 轴 的 投影 式 为 
ä + Awoĝ — (mgl/A) a + yf), = 0 (10.4.36a) 
Ë — 4uoa- (mgl/A) 8 + yÉ', = 0 (10.4.36b) 


其 中 参数 Ay 在 式 (10.4.20) 中 定义 . 以 量 纲 为 一 的 时 间 7 = wot 为 自 变量 , 定义 量 
纲 为 一 的 摆 性 系数 A 
a = 了 (10.4.37) 


利用 复 变 量 zw, 将 方程 组 (10.4.36) 合并 为 复数 形式 , 与 亥 姆 霍 兹 方程 (10.4.19b) 
组 成 封闭 的 方程 组 


ž— idż- ñz +b = 0 (10.4.388) 
#—ik+b- iu =0 (10.4.38b) 
将 式 (10.4.21) 形式 的 特 解 代入 后 , 导出 频率 方程 
o? +ao2+bo+c=0 (10.4.39) 
系数 a,b,c X 
- (2), o= ÊH, c=- (10.4.40) 


根据 三 次 代数 方程 (10.4.39) 的 3 个 根 均 为 实 根 的 充 要 条 件 , 导出 一 次 近似 稳定 性 
条 件 
b? (4b — a?) + c (4a? — 18ab + 27c) < 0 (10.4.41) 
即 拉 格 朗 日 情形 充 液 刚 体 绕 垂直 轴 旋 转 稳定 性 的 必要 条 件 . 根据 此 条 件 在 (A, A) 
参数 平面 上 划分 的 不 同 y 对 应 的 稳定 域 边界 曲线 族 如 图 10.9 所 示 . 其 中 稳定 域 的 
上 界 y = 0 情形 可 直接 从 方程 (10.4.38a) 导出 频率 方程 


o- Ac +ñ = 0 (10.4.42) 
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图 10.9 拉 格 朗 日 情形 自 旋 充 液 刚 体 的 稳定 域 


o 的 实 根 条 件 为 


2 
ñ < z 或 wo> 2 VAmgl (10.4.43) 


Bp 2.4.5 节 中 拉 格 朗 日 重 刚体 的 稳定 性 条 件 (2.4.32). 稳定 域 的 下 界 为 直线 , 即 鲁 缅 
采 夫 导出 的 稳定 性 充分 条 件 
mgl 

C-A 
稳定 域 随 系统 内 液体 成 分 的 增加 而 明显 缩小 . 对 于 户 > 0, 4 < 1 的 细 长 形 弹丸 , 虽 
然 鲁 缅 采 夫 稳定 性 充分 条 件 (10.4.44) 不 能 满足 , 但 y 不 很 大 时 , 仍 有 可 能 提高 转 
速 使 稳定 性 必要 条 件 (10.4.42) 满足 , 弹丸 仍 可 能 稳定 . 

ñ = 0 情形 为 另 一 特例 , 令 条 件 (10.4.41) 中 c = 0, 即 转化 为 欧 拉 情形 充 液 刚 
体 的 自 旋 稳定 性 条 件 (10.4.23). 


PS&k4-1 或 w> (10.4.44) 


105 液体 转子 陀螺 


10.5.1 ”液体 转子 的 陀螺 效应 


10.2.1 节 中 已 经 说 明 , 球形 腔 内 的 液体 可 做 整体 的 刚体 转动 , 其 动量 矩 表达 式 
与 刚体 的 动量 矩 表达 式 完全 相同 . 整体 转动 的 液体 团 具 有 与 刚体 转子 相同 的 动力 学 
特性 , 原则 上 可 代替 刚体 转子 构成 一 种 特殊 的 转子 陀螺 , 即 液体 转子 陀螺 . 

本 章 前 面 各 节 对 液体 运动 的 分 析 均 建立 在 理想 流体 的 假定 基础 上 , 但 就 实际 应 
用 而 言 , 必须 考虑 液体 的 黏 性 效应 . 一 般 情况 下 , 低 黏 度 流体 的 符 性 效应 仅 局 限于 
湿润 腔 壁 处 的 薄 边 界 层 以 内 , 边界 层 以 外 的 流动 可 足够 准确 地 视 为 理想 流体 . 因此 
以 上 对 理想 流体 的 分 析 中 只 要 增加 边界 层 的 黏 性 阻力 , 即 适用 于 考虑 靳 性 效应 的 实 
际 液体 . 
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液体 转子 陀螺 由 带 球 腔 的 高 速 转动 这 体 和 全 充 
于 腔 内 的 大 比重 低 黏度 液体 组 成 . 壳 体 在 电机 驱动 
下 匀速 旋转 , 借助 腔 壁 与 液体 之 间 的 黏 性 摩擦 力 带 
动 腔 内 液体 作 同步 高 速 转动 (图 10.10)， 若 壳 体 同 
时 绕 与 转动 轴 正 交 的 轴 转 动 , 则 液体 转子 相对 这 体 
偏转 , 腔 壁 产生 的 附加 摩擦 力作 用 于 液体 , 起 到 与 
4.2.2 节 中 速率 陀螺 的 弹簧 相同 的 作用 ， 因 此 液体 
转子 陀螺 可 作为 速率 陀螺 量 测 载 体 的 角度 . 如 直接 
将 自 旋 航 天 器 作为 液体 陀螺 的 壳 体 , 可 用 于 量 测 航 
天 器 的 章 动 角速度 . 


10.5.2 ”动力 学 方程 


设 带 有 球形 充 液 腔 的 轴 对 称 刚体 在 载体 中 以 
角速度 wo 绕 对 称 轴 匀 速 旋转 ， 球 腔 的 半径 为 a 
中 心 O 在 刚体 的 对 称 轴 上 ， 以 O 为 原点 , 建立 
图 10.10 MARTRI 。 。 载体 坐标 系 (O nC) 和 与 刚体 固 结 的 壳 体 坐标 


系 (O— zaysz). 后 者 为 (0 一 上 5) P ç 轴 转 过 wot 角 后 的 位 置 (图 10.11). (O — &nú) 
为 轴 对 称 亮 体 的 莱 查 坐标 系 , 即 不 参与 自 旋 的 主轴 坐标 系 . 刚性 化 的 液体 转子 相对 
(O — EnG) 的 位 置 以 3.2.1 节 定义 的 卡尔 丹 角 确 定 . 设 (O — &m) 绕 € 轴 转 动 a 
角 到 达 (O — zoyozo), 再 绕 yo 轴 转 动 6 角 到 达 液 体 转子 的 莱 查 坐标 系 (O — zyz)， 
z 轴 为 液体 转子 的 极 轴 ，(O — zyz) 绕 z 轴 转 过 o 角 后 为 液体 转子 的 连 体 坐标 系 
(O 一 zayrza)( 图 3.4). 上 述 所 有 坐标 系 均 为 球 腔 内 液体 的 主轴 坐标 系 . 各 坐标 系 之 
间 的 关系 为 


wot 

Z > (O — zsyszs) 
Ç, zo 

(O — Enc) 
a 6 9 

` = (0-zoy%) 一 (O -— zyz) 一 (O — znynzn) 

&,zo voy Z, Zn 
TEREE RRE EA zo 轴 相 对 惯性 坐标 系 的 匀速 转动 为 充 液 系 
统 的 稳 态 运动 , 对 应 的 稳 态 值 为 


a=ß=0, p=wt (10.5.1) 
如 载体 带动 这 体 绕 £ 轴 和 7 轴 做 角速度 分 别 为 O, 和 0, 的 牵连 转动 , PEA 
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速度 为 
ww = MEL + Nn? + wog? (10.5.2) 
投影 到 (O — ryz), 得 到 
ww) = (Qe — wob) š + (Rh + woa) j + wok (10.5.3) 
载体 偏转 时 , 液体 转子 由 于 惯性 而 保持 绕 z 轴 旋 转 的 瞬时 定 轴 性 , 其 角速度 为 
Ww = (m +å)it (M +A) i + wok (10.5.4) 
液体 转子 相对 壳 体 的 相对 角速度 为 
w =o) wD = (atub)it (Pwo)j (10.5.5) 


用 球 坐 标 9,9,7 表示 流 场 在 腔 壁 区 上 的 任意 点 P 相对 (O 一 zyz) 的 位 置 (图 
10.12), P ARRE r 为 


r = a [sin 0 (cos óš + sin ó3) + cos 0k] (10.5.6) 


图 10.11 FEARTA h fa BEAR 图 10.12 ”表示 腔 壁 上 任意 点 位 置 的 球 坐 标 


计算 液体 相对 壳 体 的 相对 速度 o = w' x r, 以 ww 表示 式 (11.5.5) 中 的 投影 
导出 
v = a [cos 0 (w i- wi) + (w, sin ó — wy cos ó) sin k] (10.5.7) 
液体 在 P 点 处 微 元 面积 dS 内 受到 黏 性 边界 层 作 用 的 切 向 力 dF. dF 与 相对 流速 
?的 方向 相反 , 大 小 成 正比 
dF = 一 cod5 (10.5.8) 


比例 系数 取决 于 液体 的 密度 p WERN v 和 边界 层 厚 度 ó, ó 为 v 和 转速 wo 


的 函数 
pv fx 
e= ó =3.8 a (10.5.9) 
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计算 腔 壁 曲面 了 上 作用 的 切 向 力 对 O 点 的 合力 矩 M 
M= | r x dF = —ca2 [sino fr x ed (10.5.10) 
z o o 


将 式 (10.5.6), (10.5.8) RA, 引入 参数 D = 4natc/3, 积分 得 到 的 阻尼 力矩 与 转子 相 
对 腔 体 的 相对 角速度 w 成 正比 , 方向 相反 


M=-D [e+wo6)i+ (6- oa) il = -Dw (10.5.11) 
利用 液体 团 的 惯性 张 量 JO 和 角速度 vO 计算 其 动量 矩 HO 表示 
HO = JQ) W (10.5.12) 


球形 液体 转子 对 过 球 心 的 所 有 轴 有 相同 的 惯性 矩 , 记 作 J, WJ HO) 的 投影 式 为 
HO = J |(% +é) i+ (0, + 8) š + wok] (10.5.13) 
将 进 动 方程 (2.2.27) 中 的 H 以 HO 代替, 写作 
wl x HO) = M (10.5.14) 


其 中 

w= (fe + ó)i + (°, +ñ); (10.5.15) 
将 (10.5.11), (10.5.13), (10.5.15) 等 式 代入 式 (10.5.14), 导出 液体 转子 陀螺 的 进 动 方 
程 


Jesé — D (ó — woa) = —Jwofe (10.5.16a) 
JwoB + D (à + wob) = -Jwa (10.5.16b) 
利用 复 变 量 
z=a+iß, Q= +i (10.5.17) 
将 方程 组 (10.5.16) 合并 为 复数 形式 
(Juo + iD) ż + Dwoz = —Jeof2 (10.5.18) 


10.5.3 ”液体 转子 陀螺 的 稳 态 运动 
对 于 载体 匀速 转动 的 特殊 情形 , Q 为 常 值 , 方程 (11.5.18) 存在 常 值 特 解 


z=- (3) Q (10.5.19) 
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根据 方程 (10.5.18) 的 负 实 部 特征 值 判断 , 此 特 解 对 应 的 平衡 状态 为 渐 近 稳定 . 表明 
载体 绕 垂直 于 对 称 轴 的 输入 轴 匀 速 转动 时 , 转子 极 轴 的 稳 态 偏 角 与 窑 连 角速度 成 正 
H. 基于 此 原理 , 液体 转子 陀螺 可 作为 双 轴 速 率 陀螺 使 用 .4.2.2 节 中 令 述 的 常规 速 
率 陀 螺 的 弹簧 力矩 被 液体 的 和 性 力矩 所 代替. 

液体 转子 陀螺 可 安装 于 自 旋 航天 器 , 直接 将 航天 器 作为 陀螺 的 壳 体 , 如 航天 器 
作 振幅 为 90, 频率 为 "= Awo 的 高 频 章 动 , X 为 航天 器 的 惯性 矩 比 . 则 有 


Q = Xwogoe it (10.5.20) 
将 上 式 代入 方程 (10.5.18) 的 右边 
(Jwo +iD)z+ Duoz = —JXu00oe Ut (10.5.21) 
此 方程 有 以 下 形式 的 受 迫 振动 特 解 
z=—zoe i("t6) (10.5.22) 


其 中 
JMwodo 
ó = arctan 


p 220 an — Ju _ 
Vo + Da + A I DUFA 
转速 足够 高 时 , Jwo > D, 上 式 近似 为 

2z0=B0 6=7/2 (10.5.24) 
表明 液体 转子 可 因 章 动 激励 产生 受 迫 振动 , 其 振幅 和 频率 均 与 章 动 相同 . 
10.5.4 ”跟踪 现象 


液体 转子 陀螺 是 以 旋转 壳 体 的 黏 性 摩擦 力矩 作为 驱动 力矩 推 动 液体 团 旋转 . 当 
液体 转子 的 极 轴 相 对 壳 体 的 极 轴 产 生 偏转 时 , 驱动 力矩 出 现 垂直 转子 极 轴 的 分 量 ， 
迫使 转子 进 动向 壳 体 位 置 趋 近 , 类 似 于 8.4.5 节 中 叙述 的 转子 陀螺 跟踪 现象 . 

设 壳 体 处 于 静止 状态 , 令 方程 (10.5.18) 的 右 项 为 零 , 转速 足够 高 时 , 将 左边 括 
IPH iD 相对 Jwo 略 去 , 写作 


20= (10.5.23) 


Tz+z=0 (10.5.25) 


其 中 的 时 间 常 数 T 恰好 等 于 式 (10.5.20) 中 的 比例 系数 

T= (10.5.26) 
Ë a = 3cm, v = 107?Pa, wo = 2 x 104r/min, 时 间 常 数 T 约 为 0.5s. 由 于 跟踪 现象 
的 存在 , 液体 转子 陀螺 只 能 维持 惯性 空间 中 的 瞬时 定 轴 性 . 一 般 情 况 下 只 能 作为 速 
率 陀 螺 使 用 ， 


第 11 章 自 旋 卫星 


绕 极 机 旋转 的 人 造 地 球 卫星 可 利用 陀螺 效应 保持 轨道 内 的 姿态 稳定 性 , 即 自 旋 
卫星 . 自 旋 卫星 可 视 为 特殊 的 转子 陀螺 , 即 借助 轨道 运动 产生 的 惯性 力 与 重力 的 平 
衡 起 支承 作用 的 转子 陀螺 . 卫星 的 质心 成 为 转子 陀螺 的 支承 中 心 、 在 地 球 引力 场 内 ， 
引力 对 卫星 的 质心 可 产生 力矩 , 其 强 弱 与 卫星 的 质量 分 布 有 关 ., 质量 分 布 念 接近 球 
对 称 , 力 答 写 微弱 .忽略 引力 矩 时 卫星 处 于 无 力矩 状态 , 其 姿态 运动 为 理想 的 欧 拉 
情形 刚体 定点 运动 . 由 一 个 主 刚 体 和 数 个 轴 对 称 转子 组 成 的 刚体 系统 称 为 陀螺 体 ， 
为 双 自 旋 卫星 的 力学 模型 . 自 旋 卫 星 和 双 自 旋 卫 星 为 本 章 的 研究 对 象 , 首先 讨论 其 
自 旋 运动 在 无 力矩 状态 和 地 球 引力 短 作 用 下 的 稳定 性 ， 随 后 讨论 自 旋 卫 星 的 非 稳 
态 运动 , 如 起 旋 、 消 旋 运 动 和 章 动 阻尼 问题 . 1958 年 美国 探险 者 一 号 卫星 的 倾覆 事 
故 与 刚体 动力 学 的 经 典 结 论 产生 矛盾, 揭示 了 自 旋 卫星 的 刚体 模型 的 局 限 性 . 实际 
存在 的 弹性 附件 变形 对 卫星 的 姿态 稳定 性 有 着 不 可 忽视 的 重要 彩 响 . 因此 带 弹性 天 
线 的 卫星 和 考虑 连接 轴 弹 性 变形 的 卫星 姿态 稳定 性 也 是 本 章 要 讨论 的 问题 . 最 后 讨 
论 利用 飞轮 的 惯性 效应 实现 卫星 的 姿态 控制 问题 . 为 避免 大 幅 姿态 运动 过 程 中 可 能 
出 现 角度 坐标 的 奇异 性 , 利用 有 限 转动 四 元 数 作 为 刚体 姿态 的 数学 表达 . 


11.1 无 力矩 作用 的 自 旋 卫 星 


11.1.1 ”无 力矩 刚体 卫星 的 自 旋 运 动 


人 造 地 球 卫星 的 运动 可 分 解 为 质心 沿 轨道 的 运动 和 绕 质 心 的 转动 . 一 般 情况 下 ， 
可 以 忽略 姿态 运动 对 轨道 运动 的 影响 , 在 讨论 卫星 的 转动 时 , 认为 轨道 运动 规律 已 
完全 确定 . 绕 质心 转动 的 卫星 可 视 为 特殊 的 转子 陀螺 , 即 借助 轨道 运动 产生 的 惯性 
力 与 重力 的 平衡 支承 的 转子 陀螺 . 自 旋 卫星 是 绕 极 轴 勾 速 旋转 的 卫星 , 利用 旋转 产 
生 的 陀螺 效应 使 姿态 保持 稳定 . 车 星体 上 作用 的 微弱 的 万 有 引力 矩 和 其 他 力矩 允 
许 忽略 , 则 自 旋 卫星 绕 质心 的 运动 规律 等 同 于 欧 拉 情形 刚体 定点 运动 , 其 运动 规律 
已 在 2.3 节 中 作 了 详细 描述 , 仅 须 将 定点 O 以 刚体 的 质心 O. RE. 根据 2.3.1 节 的 
分 析 , 刚体 角速度 的 变化 遵循 机 械 能 守恒 和 动量 矩 守恒 规律 , 满足 式 (2.3.2),(2.3.3) 
确定 的 初 积分 
Au2 + Bw? + Cw? = 2T (11.1.1) 


42w2 + Bw? +C2w2 = H? (11.1.2) 
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在 此 基础 上 分 析 刚 体 绕 z 轴 永 久 转 动 的 稳定 性 , 得 到 式 (2.3.12) 的 结论 


C>4C>B È C<A,C<B: 稳定 
A>C>B È A<C<B: 不 稳定 


即 在 无 力矩 条 件 下 , 自 旋 卫星 绕 最 大 或 最 小 惯性 矩 主 轴 旋 转 的 永久 转动 稳定 , 绕 中 
间 惯 性 矩 主轴 旋转 的 永久 转动 不 稳定 . 

1958 年 美国 发 射 了 第 一 个 人 造 地 球 卫星 探险 者 一 号 (Explorer-1). 这 个 绕 细 长 
体 极 轴 旋 转 的 自 旋 卫星 入 轨 数 小 时 后 倾覆 , 转变 为 绕 赤道 轴 旋 转 . 这 一 事实 颠覆 了 
上 述 刚 体 绕 最 小 惯性 矩 主轴 旋转 稳定 的 结论 . 实际 上 经 典 力学 的 结论 并 无 错误 , 但 
仅 适用 于 绝对 不 变形 的 刚体 . 而 实际 的 人 造 卫星 存在 弹性 附件 或 液体 燃料 , 不 能 简 
化 为 绝对 刚体 . 非 刚体 成 分 的 内 阻尼 因素 不 影响 动量 矩 , 但 引起 能 量 的 耗 散 . 将 刚 
体内 包含 少量 非 刚体 成 分 的 物体 称 作 准 刚体 , 其 动能 和 动量 矩 公式 仍 使 用 刚体 公式 


(11.1.3) 


近似 地 表示 . WA (11.1.2) 中 的 总 动量 矩 H 仍 为 常数 , 但 能 量 耗 散 使 式 (11.1.1) 中 
的 总 机 械 能 T 随时 间 衰 减 而 不 再 保持 常 值 . 将 式 (11.1.1) 各 项 乘 以 C, 与 式 (11.1.2) 
各 项 相 减 , 得 到 

A(C - A)o2 + B(C — B)w? = 2COT — H? (11.1.4) 
将 上 式 对 时 间 t 微分 , 令 H = 0, < 0, 得 到 

A(C- A (aD) + B (O — B) $ (o) <0 (11.1.5) 


准 刚体 绕 极 轴 做 永久 转动 时 , ws 和 wy 均 为 零 . 如 出 现 初始 扰动 , 扰动 角速度 o; oy 
随时 间 的 变化 趋势 可 根据 不 等 式 (11.1.5) 判断 . 如 C > A, C > B, wz, wy 必 向 零 
趋 近 , 恢复 到 受 扰 前 的 稳 态 . 相反 , 如 c < A, C < B, W| ws wy 不 断 增 大 , 永久 转 
动 失 稳 . 可 归纳 为 
C>A C > B 渐进 稳定 
C<A C<B 不 稳定 


即 由 于 内 阻尼 因素 的 影响 , 准 刚体 绕 最 大 惯性 矩 主轴 的 永久 转动 为 渐 近 稳定 , 绕 最 
小 惯性 矩 主轴 的 永久 转动 不 稳定 . 此 结论 的 轴 对 称 情形 特例 已 在 9.4.1 节 中 作 过 分 
析 . 探险 者 一 号 失 稳 的 原因 即 来 源 于 弹性 天 线 振动 时 的 内 阻尼 . 


11.1.2 马 格 努 斯 三 角形 


刚体 的 惯性 几何 由 3 个 主 惯 性 矩 4, B,C 完全 确定 ， 而 用 3 个 参数 表示 的 
惯性 几何 特征 很 难 在 二 维 平面 上 用 图 形 表示 出 来 . 一 般 只 能 采用 相对 比值 , 如 利 
用 4/C, B/C 组 成 参数 平面 .或 根据 德 布 拉 和 德尔 夫 的 建议 ， 从 相对 差 值 k = 
(B — O)/A, kz = (C — A)/B, ks = (A — B)/C 中 任 选 两 个 参数 组 成 参数 平面 . 1971 
年 马 格 努 斯 提出 一 种 三 角形 表示 方法 , 能 更 直观 地 反映 主 惯 性 矩 之 间 的 比例 关系 , 


(11.1.6) 


EER PRD% (第 二 版 ) 


首先 定义 正则 化 的 刚体 主 惯性 矩 4*, B*, C* 
4 4 4 

ey 
略 去 角 标 ， 仍 以 A, B,C BRENNT KEWER. 建立 直角 坐标 系 (O — ABC), 
作 平 面 A+B+C = 1, 与 坐标 面 的 交 线 组 成 等 边 三 角形 , 顶点 与 原点 的 距离 均 
为 1. 此 三 角形 各 边 的 中 点 连接 成 的 倒 三 角形 即 马 格 努 斯 三 角形 (图 11.1 中 的 阴 
影 部 分 )， 马 格 努 斯 三 角形 域内 的 点 集 包含 了 刚体 质量 几何 的 所 有 可 能 性 ， 三 角 
形 的 顶点 分 别 对 应 于 A = 0, B = 0, C = 0 的 特例 , 过 顶点 的 中 线 分 别 对 应 于 
A= B, B = O, C = À 的 轴 对 称 特例 . 三 角形 的 中 点 对 应 于 A= B = C 的 球 对 称 
特例 , 三 角形 内 每 个 点 对 应 的 主 惯 性 矩 值 可 根据 该 点 与 三 个 顶点 的 直线 距离 估计 . 
如 与 顶点 4 = 0 的 距离 愈 长 则 惯性 矩 4 AK, 依 此 类 推 . 三 根 中 线 将 三 角形 划分 
为 六 个 区 域 , 每 个 区 域内 刚体 的 质量 几何 特征 如 图 11.2 所 示 . 


(11.1.7) 


11.1 马 格 努 斯 三 角形 图 11.2 马 格 努 斯 三 角形 与 刚体 的 质量 几何 


根据 软 拉 情形 刚体 绕 z 轴 旋 转 的 稳定 性 判 据 (11.1.3), 无 力矩 自 旋 卫 星 在 马 格 
努 斯 三 角形 内 的 稳定 域 划分 状况 见 图 11.3. 考虑 卫星 的 内 阻尼 影响 , 根据 稳定 性 条 
件 (11.1.6), 稳定 性 转 为 浙 近 稳定 性 但 范围 缩小 , 不 稳定 区 扩大 如 图 11.4 所 示 . 


B=0 A=0 B=0 A=0 


稳定 


C=0 


C=0 
图 11.3 无 力矩 自 旋 卫 星 的 稳定 域 图 11.4 无 力矩 带 内 阻尼 自 旋 卫星 的 稳定 域 
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11.1.3 ”无 力矩 陀螺 体 的 自 旋 运 动 


稳定 的 自 旋 卫 星 可 以 保证 极 轴 的 方位 确定 不 变 , 但 旋转 中 的 卫星 不 可 能 使 探测 
元 件 对 准 地 球 . 于 是 双 自 旋 卫 星 应 运 而 生 . 双 自 旋 卫 星 由 绕 同一 根 极 轴 旋转 的 两 个 
部 件 , 即 平台 和 转子 组 成 . 两 个 部 件 各 有 不 同 的 角速度 . 平台 的 转动 与 卫星 沿 轨道 
绕 地 球 的 转动 严格 同步 , 以 保证 安装 在 平台 上 对 准 地 球 的 探测 仪器 不 受 转子 转动 的 
影响 , 转子 以 更 高 角速度 旋转 起 稳定 作用 . 

经 典 力学 中 的 陀螺 体 是 双 自 旋 卫星 的 力学 模型 . 按照 开尔文 的 定义 , 由 一 个 主 
刚体 和 数 个 绕 对 称 轴 转 动 的 轴 对 称 转子 组 成 的 系统 称 为 陀螺 体 . 其 特点 是 组 成 系统 
各 分 体 的 相对 运动 不 影响 全 系统 的 质量 几何 . 仅 含 一 个 轴 对 称 转子 的 陀螺 体 称 为 简 
单 陀螺 体 . 除 双 自 旋 卫星 以 外 , 前 面 各 章 讨论 的 框架 陀螺 仪 由 内 环 和 转子 组 成 的 内 
环 组 合体 也 是 简单 陀螺 体 . 

设 陀 螺 体 G 由 非 轴 对 称 的 主体 P 和 轴 对 称 转子 R 组 成 (图 11.5), G* 为 质量 
分 布 与 G 完全 相同 的 刚体 , 也 可 视 为 转子 相对 主体 静止 的 陀螺 体 . G 和 G* 的 质心 
均 为 O。. 记 Jp, J, 分 别 为 主体 和 转子 相对 O. 点 的 惯性 张 量 , w, w 为 主体 和 转 
子 的 角速度 . 则 G 相对 O. 点 的 动量 矩 H 为 


H=Jp w+] we (11.1.8) 


图 11.5 陀螺 体 


设 了 为 G* 相对 O. 点 的 惯性 张 量 ,DB。 为 转子 相对 主体 的 相对 角速度 , 则 式 (11.1.2) 
也 可 写作 


H=J.eo+J,.- Ñ, (11.1.9) 
其 中 
J=J,+Ja ñ,=o,- o (11.1.10) 


.284 . 陀螺 力学 (第 二 版 ) 


以 O, 为 原点 建立 G* 的 主轴 坐标 系 (O; 一 zyz), 令 Jp, Ja 相对 (Oc — zyz) 的 主 
WEEN Ap, Bes Op 和 An, B,, Crs 则 J 相对 (O; — zyz) 的 主 惯性 矩 A, B, C 
为 

A=4 +A, B= B,+B,, C= C, +C, (141 


式 (11.1.8) 或 (11.1.9) 表示 的 动量 矩 H 在 (O - ryz) 中 的 投影 式 为 
H = Awzi + Bwyj+ (Cpws + CawRz)k (11.1.12) 


设 转子 的 轴承 约束 为 恒 速 约束 , 相对 角速度 Qa, 保持 常数 . 令 Qa, = Dao, R 
(11.1.5) 中 沿 Oz 轴 的 投影 可 写作 


Cpwz + Cawnz = Cwz + Cr Nro (11.1.13) 


将 式 (11.1.12) 代入 动量 矩 定理 , $ wr = weo, 导出 陀螺 体 的 欧 拉 方 程 


Ao; + (C — B) wywz + Cr frowy = Mz (11.1.14a) 
Boy + (A—C)wswz — Ca frowzs = My (11.1.14b) 
Cù: + (B — A)wzwy = M; (11.1.14c) 


在 无 力矩 情况 下 , 令 方 程 组 (11.1.14) 中 的 右 项 为 零 , 各 式 依次 乘 以 wz,wy,w 后 相 
加 , 导出 与 式 (11.1.1) 相同 形式 的 初 积分 


Aw? + Bw? + Cw? = 2T (11.1.15) 


但 由 于 转子 轴承 的 恒 速 约束 为 非 保守 的 有 源 系 统 , 此 积分 并 不 意味 系统 的 机 械 能 守 
E, 积分 常数 工 也 并 非 系 统 的 总 机 械 能 . 将 方程 组 (11.1.8) 各 式 依 次 乘 以 Awr, Buy, 
CoO, fo 后 相 加 , 导出 与 式 (11.1.2) 相似 的 动量 矩 积 分 


Aw? + B2o2 + (Cu; + C, Rro)? = H? (11.1.16) 


其 物理 意义 为 动量 矩 守 便 . 积分 常数 H 为 陀螺 体 的 动量 矩 模 , 可 根据 绕 z 轴 以 wo 
角速度 匀速 旋转 的 稳 态 运动 确定 


H = Cwo + Cp Rro (11.1.17) 


与 2.3.1 节 讨 论 的 欧 拉 情形 刚体 定点 运动 类 似 , 初 积分 (11.1.15) 和 (11.1.16) 也 在 
(wr wy w) 三 维 空间 中 确定 两 个 椭 球 面 , 其 交 线 即 主体 角速度 w 的 矢量 端点 轨迹 . 
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11.1.4 ”陀螺 体 自 旋 运动 的 稳定 性 


本 节 讨论 陀螺 体 实现 永久 转动 的 可 能 性 , 以 及 永久 转动 轴 的 个 数 和 稳定 性 随 
转子 转速 的 变化 规律 . 以 O. 为 原点 建立 惯性 空间 中 的 平 动 坐标 系 (Oc - En), 令 
Oc 轴 沿 守恒 的 动量 矩 矢量 H 方向 . 设 (O. Ent) 绕 5 轴 转 过 o 角 的 位 置 为 
(O. — zoyozo), 绕 zo 轴 转 过 a 角 的 位 置 为 (0。 — z1y1z1), 绕 y 轴 转 过 6 角 与 陀螺 
体 G 的 主轴 坐标 系 (O. — zyz) 重合 (图 11.6). a 8,9 为 表示 (O; — ryz) BÆRE 
尔 丹 角 , 但 不 同 于 1.1.4 节 的 转动 次 序 . 各 坐标 系 之 间 的 关系 为 


$ a B 
(Oc — EnC) 一 (Oc — Toyozo) — (Oe — zi) 一 (Oc — zyz) 
C, zo Zo,T1 yy 


图 11.6 ”参考 坐标 系 


陀螺 体 的 主体 角速度 w 相对 (O. - zyz) 的 分 量 用 o, 8, é 表示 为 
wz = ë cos 8 — ócos sin 8 
wy = Ú+ gsina (11.1.18) 
wz = åsin 8 + ócosa cos 8 
KE C 轴 的 H 矢量 向 (O. — zyz) 各 轴 投 影 , 得 到 
Ao, = —H cosa sin 8 
Bwy = H sina (11.1.19) 
Cu; + G, Nro = H cosa cos 8 
将 式 (11.1.18) RAR (11.1.19), 利用 式 (2.3.15) 定义 的 参数 v, A 及 以 下 参数 
C c Cr Nro 


o=% -1, p= 二- 


A lb e= n= 


(11.1.20) 
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导出 
à = — (u/ À) (o cosa cos 8 + Ya) sin 8 (11.1.21a) 
b = (v/A) (p — o sin? B + Yn sec a cos 8) sin œ (11.1.21b) 
$= (v/N) (1 + osin? 8 — Ya sec o cos p) (11.1.21c) 
将 方程 (11.1.21a) 与 (11.1.21b) 相 除 消去 时 间 微 分 , 化 作 a p 的 自治 系统 
da (Ya — G cos a cos f) sin 8 


= ` i (11.1.22) 
dá (p — asin? 8 + ya seca cos 8) sin œ 

方程 (11.1.22) 的 奇 点 (os, Bs) 对 应 于 动量 矩 H 相对 主体 的 确定 位 置 , 即 陀螺 体 的 
永久 转动 轴 位 置 . 表 11.1 中 列 出 可 能 存在 的 6 种 奇 点 , 其 中 奇 点 51，52 沿 转子 转 
轴 Ocz 的 正 向 和 人 负 向 , 53, Ss 和 Ss, Se 仅 当 以 下 条 件 满足 时 才 存 在 


S3, Sa 存在 条 件 : ml< lol 
Ss, Se 存在 条 件 : Ial < lel 


转子 相对 静止 时 , ya = 0, 陀螺 体 退 化 为 刚体 ,Ss，S4 和 Ss, Se 分 别 沿 刚体 的 主轴 
z 轴 和 y 轴 . 转子 转动 产生 的 动力 学 效应 使 上 述 永久 转动 轴 偏 离 主轴 , 但 S1, S2 对 
应 的 主体 沿 z 轴 的 永久 转动 不 受 转子 转动 的 影响 . 


表 11.1 ”无 力矩 陀螺 体 的 奇 点 位 置 


(11.1.23) 


A S S S3 Sa Ss Se 
a 0 O D z arccos (—yp/P) arccos (Yn /P) 
Ba 0 m arccos(—-yp/o) arccos (qa /0) 0 x 


Q z = B -— Bs, u= o — os, 导出 方程 (11.1.22) 在 奇 点 附近 的 一 次 近似 方程 


dy _ az + by 
a ath (11.1.24) 
各 系数 定义 为 
a = 一 ccosascos26。 — Ya cos ñ, 
b = o sin as cos ñ, sin 6, (11.1.25) 


e = — (c sin 28y + Yp secs sin ñ,)sinos 

d = (p — o sin? ps) cosas + Yp SEC? os cos ñ, 
在 马 格 努 斯 三 角形 内 用 C = Aü ++), C = B(1 ++.) 对 应 的 4 根 直 线 和 4 = B 
对 应 的 中 线 划分 为 11 个 区 域 Di (i = 1,2,… ,11), 如 图 11.7 所 示 . 上 述 可 能 存在 
的 6 个 奇 点 中 , S, 或 S, 为 双 自 旋 卫 星 的 正常 工作 状态 , Ss, S, 和 S5, S 为 偏离 工 
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作 状 态 的 陷阱 状态 . 其 中 S3, Sa 在 Do, Dio, Du 内 不 存在 , Ss, S6 在 Dr, Ds, Du 
内 不 存在 . 增 大 转子 的 转速 , 即 增 大 y。, 上 述 无 陷阱 状态 的 区 域 Dil 随 之 增 大 . 

各 区 域内 的 奇 点 类 型 可 利用 式 (11.1.25) 表示 的 系数 a,b,c,d 确定 , 如 表 11.2 
所 示 . 图 11.8 在 (ob, yn) 参数 空间 中 表示 奇 点 的 数目 和 类 型 的 分 布 和 分 岔 状况 . 
以 4 > B > C 情形 为 例 , 当 y, = 0 时 , 马 格 努 斯 三 角形 中 所 对 应 的 点 在 D, 区 域 
内 , 存在 6 个 奇 点 , 对 应 于 沿 刚体 主轴 的 6 个 永久 转动 轴 . 随 着 y, 增 大 , D, AEF 
始 扩大 , 逐渐 将 该 点 覆盖 , 奇 点 的 数目 减 为 4 个 , 但 仍 存在 稳定 的 陷阱 状态 Ss, S4. 
继续 增 大 va AA Du 覆盖 , 仅 存在 两 个 稳定 奇 点 S, S2, 转子 旋转 轴 成 为 唯一 
的 永久 转动 轴 . 


图 11.7 马 格 努 斯 三 角形 的 区 域 划 分 图 11.8 (a8, ya) 参数 空间 中 的 奇 点 分 布 
表 11.2 ”无 力矩 陀螺 体 的 奇 点 分 布 


区 域 Sı S2 S3, S4 Ss, Se 
Dı, D2 中 心 中 心 中 心 Ba 
Ds, Da 中 心 中 心 RA 中 心 
Ds, De 鞍点 鞍点 中 心 中 心 

Dr 鞍点 中 心 中 心 = 

Ds 中 心 鞍点 中 心 一 

De 鞍点 中 心 Ti 中 心 

Dio 中 心 鞍点 一 中 心 

Du 中 心 中 心 — zi 


为 判断 作为 航天 器 正常 工作 状态 的 奇 点 S, 的 稳定 性 , 即 陀螺 体 绕 z 轴 旋 转 的 
稳定 性 , 令 方程 (11.1.24) 中 a, = ñ, = 0, 化 作 

dy _ a*r 

dr y 


(11.1.26) 
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其 中 
。 /r+%m)_ B(A C) 
C* 为 陀螺 体 的 等 效 惯性 矩 , 定义 为 
c 一 i 乞 一 人 十 Se) (11.1.28) 


根据 附录 三 对 式 (A.3.6) 的 分 析 , 奇 点 S, 的 稳定 性 取决 于 参数 at 的 符号 . 导出 
C*>Ah,C*>B 或 C*<h,C*<B: 稳定 
A>C*>B 或 A4<C*<B: 不 稳定 

此 结论 与 刚体 绕 z 轴 永 久 转动 的 稳定 性 条 件 (11.1.3) 相似 , 仅 须 将 刚体 的 惯性 矩 C 
以 陀螺 体 的 等 效 惯性 矩 C* 代替 . 可 从 中 判断 转子 的 陀螺 效应 对 稳定 性 的 影响 . 转 
子 与 主体 旋转 方向 一 致 时 (y, > 0) 稳定 域 扩大 , 反方 向 旋转 时 (ya < 0) 稳定 域 缩 
小 . 

为 分 析 内 阻尼 对 陀螺 体 永久 转动 的 影响 , 将 式 (11.1.15) HARA C*, 与 式 
(11.1.16) 各 项 相 减 , 忽略 自 旋 角速度 的 变化 , 以 wo 代替 ww, 得 到 

A(C* — A)w? + B (C* — B) w? + C" (C — 0°)w = 2C*T — H? (11.1.30) 


将 上 式 对 时 间 t 微分 , 令 H = 0, T < 0, 得 到 


(11.1.29) 


A(C* — A) £ (u2) + B (C* — B) £ (w2) <0 (11.1.31) 
从 而 导出 与 式 (11.1.6) 相似 的 稳定 性 条 件 


C* > A, C* > B : 渐 近 稳定 
C* < A, C* <B: 不 稳定 


将 式 (11.1.28) 代入 后 , 导出 为 保证 渐 近 稳定 性 转子 角速度 应 满足 的 限制 条 件 


(11.1.32) 


Nro > ( 乞 ?) wo Nero > (z£) wo (11.1.33) 
在 图 11.7 所 示 的 马 格 努 斯 三 角形 内 , 如 y, > 0, 则 D>, Da, Ds, Dio, Dii 等 区 域 均 
满足 上 述 稳 定性 条 件 , 如 图 11.9 所 示 . 与 刚体 卫星 的 稳定 域 ( 即 图 11.9 中 虚线 表 
示 的 稳定 域 边界 ) 比较 可 看 出 , 转子 与 主体 同方 向 旋转 时 的 陀螺 效应 使 刚体 卫星 
的 部 分 不 稳定 区 转 为 浙 近 稳定 , 使 稳定 域 扩大 . 反之 , 若 反方 向 旋转 (y. < 0), 则 
Ds, Dio, Dn 区 域 转 为 不 稳定 , 使 稳定 域 缩小 . 
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B=0 


C=0 C=0 
(a) m>0 (b) Ya<0 


图 11.9 带 内 阻尼 陀螺 体 的 渐 近 稳定 域 


11.2 刚体 在 地 球 引力 场 中 的 运动 


11.2.1 “地球 引力 矩 


围绕 地 球 运 行 的 卫星 处 于 地 球 的 万 有 引力 场 内 . 为 计算 地 球 引 力 对 卫星 质心 的 
HE, 设 刚体 卫星 的 质心 为 Os, 地球 的 质心 为 Oe, É O, 引 向 O. 点 的 矢 径 为 7, 至 
刚体 内 任意 位 置 P 点 处 的 质量 微 元 dm RZA r, P 点 至 O。 点 的 矢 径 为 p ( 见 
图 11.10), 则 有 

r=r+p (11.2.1) 


以 O, 为 原点 建立 与 星体 固 结 的 主轴 坐标 系 (O, 一 zyz), 以 及 轨道 参考 坐标 系 (O. — 
XYZ), 其 中 X 轴 与 矢 径 r 一 致 , 2 轴 沿 轨道 平面 的 法 线 ( 见 图 11.11). (O, — zyz) 


图 11.10 地球 引力 矩 计算 图 11.11 ”轨道 坐标 系 
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与 (0。- xY Z) ZIRA ARZUR 11.3 所 示 . 


表 11.3 方向 余弦 
x Y z 
z a bı x" 
az B2 n 
z as pa B 


H x,y,z X P AE (O; — zuz) 中 的 坐标 , 矢量 > 和 p 的 投影 式 为 
r=r(œi +o +osk), p= zi+Wj+ zk (11.2.2) 
将 式 (11.2.2) 代入 (11.2.1), 得 到 
r =r [a+ 2)i+ (e +2)i+ (es + 2) k] (11.2.3) 


设 地 球 引力 对 星体 上 P 点 处 微 元 体 dm 的 作用 力 为 dF, 其 大 小 与 距离 r 的 平方 
成 反比 , 沿 矢 径 r 的 负 方向 (图 11.11) 


ap = — dm (2) (11.2.4) 


其 中 / 为 地 球 引力 参数 , 星体 上 作用 的 地 球 引 力 相对 质心 O. 的 力矩 为 


E [f xapa -a [ff Px am (11.2.5) 
# s 


将 式 (11.2.2), (11.2.3) RAR (11.2.5), 仅 保留 z/r, y/r, z/r 的 二 次 项 , 导出 地 球 引 
力矩 M 在 (0O。 — zyz) 中 的 投影 


3 

M; = “$ (C — B) azas 
34 

My = $ (A-C) asor (11.2.6) 
3, 

M, = 5 (B - Ajaran 


其 中 A, B,C 为 卫星 对 质心 的 主 惯性 矩 . 设 卫星 做 圆 轨 道 运动 , RE r 以 轨道 半径 
为 模 且 以 常 值 角速度 we 绕 地 心 转动 


we = (11.2.7) 


WE 
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则 地 球 引力 矩 (11.2.6) 简化 为 
M, = 3w? (C — B) azas 


M, = 3w? (A — C) asar (11.2.8) 


M, = 3w? (B — A) aiaz 
可 看 出 , 地 球 引力 矩 与 星体 的 主 惯 性 矩 之 差 有 关 . 惯性 椭 球 越 偏离 球体 , 3ER 
大 . 球 对 称 星体 的 引力 矩 为 零 , 轴 对 称 星体 沿 极 轴 的 引力 矩 分 量 为 零 ， 此 外 , 地 球 
引力 矩 还 取决 于 星体 的 轨道 和 在 轨道 内 的 姿态 . 星体 距 地 心 越 远 , 地 球 引力 矩 越 微 
38. 若 星 体 的 某 主 轴 指 向 地 心 , 则 对 另外 两 根 主轴 的 引力 和 矩 为 零 . 
刚体 在 地 球 引力 场 内 的 势能 V 为 


v=-x 用 和 (11.2.9) 
s 
将 式 (11.2.3) 代入 式 (11.2.9), 整理 后 得 到 
v=-Ë [n+ a+ 5 +c 39] (11.2.10) 
其 中 m 为 卫星 质量 , I 定义 为 
I = Aa? + Boa? + Co (11.2.11) 
对 于 圆 轨 道 运动 的 特殊 情形 , 略 去 常数 项 , 势能 V 可 表示 为 
v= 32 (Ao2 + Boà + Cag) (11.2.12) 


星体 的 角速度 w 为 星体 相对 (O. - XY Z) 的 转动 角速度 w 与 轨道 坐标 系 
(O. — XY Z) 的 牵连 角速度 we = wc2? 之 和 


w=w +we (11.2.13) 
计算 P 点 的 绝对 速度 + 
F =o x p+uc x r (11.2.14) 
将 式 (11.2.2) 代入 式 (11.2.14), 计算 星体 的 动能 
T= ; [| an (11.2.15) 
S 
导出 
T= 5 |a + Bo 十 Co2 +w (AR + By2 + C7 ] +e (11.2.16) 


省 略 号 表示 动能 中 的 常数 项 和 广义 速度 的 一 次 齐 次 式 . 
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11.22 ”动力 学 方程 与 初 积分 
将 地 球 引 力矩 (11.2.8) 代入 欧 拉 方程 (2.2.33), 得 到 


Ao, + (C — B)wyws = 3w? (C — B)osos (11.2.17a) 
Bv + (A — CO)wswz = 3⁄2 (A — C) asar (11.2.17b) 
Co, + (B — A)wzwy = 3⁄2 (B — A) aiaz (11.2.17c) 


轨道 坐标 系 (O. — XY Z) 绕 O.Z 轴 以 角速度 we 转动 时 , 基 矢 量 x°, Y’, Z° 按 以 
下 运动 学 方程 改变 空间 中 的 方位 


axo 


Ea +w x X? = wY? (11.2.18a) 
áy’ ĝ a 
r tex Y? = -w X! (11.2.18b) 
åz? z 
二 +wx20=0 (11.2.18c) 


利用 表 11.3 表示 的 方向 余弦 将 以 上 矢量 方程 对 (O. — zyz) 投影 ,导出 以 下 泊 松 
(Poisson) 方程 : 


Ga = wWzQ2 一 wyas + Wehi (11.2.19a) 
Go = wzas 一 zad + web2 (11.2.19b) 
G3 = wyal 一 wza2 十 wcps (11.2.19c) 
Dh = wzb2 ~ wyßs 一 weaa (11.2.20a) 
Ba = wzb3 — wzb1 — uco (11.2.20b) 
Ès = oy — wapba — weas (11.2.20c) 
1 = ox” — Wyy3 (11.2.21a) 
J2 = Wry3 一 wzT1 (11.2.21b) 
{3 = wyi 一 wzT2 (11.2.21c) 


欧 拉 方 程 (11.2.17) 和 泊 松 方程 (11.2.19),(11.2.20) 组 成 封闭 的 方程 组 , 确定 9 个 未 
知 变量 we wy wz ai, Bi (i = 1,2,3), 代入 方程 组 (11.2.21), 可 单独 解 出 另外 3 个 变 
# y (i =1,2,3). 
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泊 松 方程 (11.2.19), (11.2.20), (11.2.21) 存在 3 个 初 积分 
a?+a3+a3=0 
B+B+B=0 (11.2.22) 
% + + = 0 
系统 的 动能 (11.2.16) 和 势能 (11.2.12) 均 不 显 含 时 间 t, 根据 3.4.2 节 的 分 析 , 动力 
学 方程 存在 雅 可 比 积分 (3.4.20) 
2 = Tx + V* = 常数 (11.2.23) 


其 中 2 为 险 密 顿 函数 , V* = V 一 To 为 轨道 坐标 系 内 的 相对 势能 . To 和 T, 为 动能 
T 的 表达 式 中 广义 速度 的 零 次 和 二 次 齐 次 项 . 利用 式 (11.2.12) 和 (11.2.16), 略 去 常 
数 项 , 导出 

T= š (A3 + Bo” + Ou) (11.2.24a) 


v= 3⁄2 (Ao + Bo2 + Co3) 一 了 (A? + BY + CA) (11.2.24b) 
相对 势能 V* 为 地 球 引力 场 和 离心 力 场 势 函 数 之 和 . 雅 可 比 积分 的 物理 意义 为 刚体 
在 轨道 坐标 系 中 的 相对 动能 与 相对 势能 之 和 守恒 . 
11.2.3 ”刚体 与 轨道 坐标 系 的 同步 转动 
欧 拉 方程 和 泊 松 方程 存在 以 下 特 解 
Wz = Wy = 0, wz = wc, Ql=1,a2=a3=0 
Bh = 1, ñA = Bs = 0, ws = 1, m = a = 0 


对 应 的 稳 态 运动 为 刚体 跟随 轨道 坐标 系 的 同步 转动 , (Oc 一 zyz) 与 (O, — XY Z) 各 
轴 保 持 重合 . 这 种 特殊 状态 是 轨道 静止 卫星 的 正常 工作 状态 . 

用 卡尔 丹 角 表 示 刚 体 受 扰 后 相对 轨道 坐标 系 的 姿态 , 为 避免 与 表 11.3 定义 的 
方向 余弦 符号 混淆 , 改 用 6, 代替 o, 8 表示 卡尔 丹 角 , 转动 顺序 如 下 (图 11.12): 


(11.2.25) 


v Y p 
(Oc. - XYZ) — (Oc —zunzi) — (Oc — 229222) 一 (Oc — zyz) 
X, zı Y1 Y2 za, Z 


vy, ç 分 别 为 卫星 的 偏 航 角 、 滚 动 角 和 俯仰 角 . 仅 保留 扰动 量 3, 的 一 阶 微 
H, 表 11.3 中 的 方向 余弦 oiy (i = 1,2,3) 和 角速度 w 在 (O; — zyz) 中 的 投影 家 
示 为 
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图 11.12 刚体 相对 轨道 坐标 系 的 卡尔 丹 角 


Qa=1, o2=0, os = Ú 
ep (11.2.26) 
Wz =ġ-— wh, wy = É +u, u, = ó + uc 


将 上 式 代 入 欧 拉 方 程 (11.2.17), 化 作 


Aó — (A+ B — C)ue + (C — B)e26 = 0 (11.2.27a) 
Bd + (A+ B — C)ucó + 4(C — A)w?y = 0 (11.2.27b) 
Cë+3(B - A)wip=0 (11.2.27c) 
其 中 方程 (11.2.27c) 单独 确定 俯仰 角 ” 的 变化 规律 . 其 零 解 的 稳定 性 条 件 为 
B>A (11.2.28) 


方程 (11.2.27a) 和 (11.2.27b) 组 成 线性 方程 组 , 利用 7.2.1 节 对 线性 陀螺 系统 使 用 
的 符号 写作 
Jë+Gë+Kz=0 (11.2.29) 


方程 中 各 项 依次 为 惯性 力矩 、 陀 螺 力 矩 和 恢复 力矩 , 各 矩阵 符号 定义 为 


(人 


G=w(4+B-O) ) (11.2.30) 


K-a [C-B 0 
Bg 0 4(C-A 
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根据 7.2.1 节 的 分 析 , 刚度 矩阵 K 的 正定 性 为 系统 (11.2.29) 零 解 稳定 的 充分 条 件 . 
此 条 件 结合 俯仰 角 ” 的 稳定 性 条 件 (11.2.28), 要 求 刚体 的 质量 几何 满足 


C>B>A (11.2.31) 


如 K 矩阵 为 负 定 , 则 陀螺 项 G 的 加 入 有 可 能 使 系统 转 为 稳定 为 讨论 此 可 能 性 ， 
引入 量 纲 为 一 的 时 间 变量 +> = wet, 令 = yoesr, % = poe, 导出 方程 组 的 特征 方 
程 
st +as? +b=0 (11.2.32) 

系数 a,b 定义 为 

a=1+o(p+3y), b= 4op (11.2.33) 
其 中 量 纲 为 一 的 参数 o,p 的 定义 见 式 (11.1.20), 且 y = A/B. 特征 方程 (11.2.32) 
的 纯 虚 根 条 件 即 系统 (11.2.29) 的 零 解 稳定 性 条 件 


a>0 b>0, a — 4b > 0 (11.2.34) 


根据 此 条 件 , 在 马 格 努 斯 三 角形 内 , 条 件 (11.2.34) 对 应 的 三 角形 稳定 域 称 为 拉 格 朗 
日 区 . 此 外 , 在 B > 4 > C 区 域内 还 存在 一 条 称 作 德 布 拉 - 德 尔 普 (Debra-Delp) 区 
的 狭窄 稳定 域 (图 11.13). 7.2.1 节 的 分 析 表 明 , 德 布 拉 - 德 尔 普 稳定 区 的 出 现 是 由 于 
陀螺 项 的 存在 ， 但 如 果 系 统 内 存在 阻尼 , 且 为 完全 消散 力 , 根据 开尔文 - 泰 德 定理 ， 
陀螺 项 的 稳定 作用 失效 , 德 布 拉 -德尔 普 稳定 区 对 应 的 刚体 同步 转动 仍 可 能 失 稳 . 


图 11.13 地球 引力 场 内 刚体 与 轨道 同步 运动 的 稳定 域 


上 述 一 次 近似 稳定 性 分 析 导 出 的 稳定 性 条 件 仅 为 稳定 性 必要 条 件 . 稳定 性 充分 
条 件 的 证 明 须 应 用 李 雅 普 诺 夫 直 接 方法 . 将 雅 可 比 积分 (11.2.23) 中 的 哈密 顿 函 数 
2 取 作 李 雅 普 诺 夫 函 数 Y, 令 


y=T,+V* (11.2.35) 
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利用 几何 积分 (11.2.22) 消去 式 (11.2.23) 中 相对 势能 V* 中 的 o: 和 s, 化 作 
V= Šu? (B-A) +(C-A)o] + Zut (C-A +C- BJA] (11.236) 


李 雅 普 诺 夫 函 数 Y 中 的 T, 为 扰动 量 w, w w, 的 正定 函数 , V* 关于 扰动 量 aa, os， 
,2 的 正定 性 条 件 与 一 次 近似 稳定 性 条 件 (11.2.31) 完全 相同 . 从 而 证 明 , 拉 格 朗 
日 稳定 域 同 时 也 满足 稳定 性 充分 条 件 . 
11.2.4 ”地 球 引力 场 中 的 充 液 刚体 

设 轴 对 称 刚 体 卫 星 带 有 旋转 椭 球 形 腔 , 腔 内 全 充 理想 液体 , 在 地 球 引力 场 中 作 
与 轨道 坐标 系 同步 的 转动 . 将 式 (11.2.8) 和 (11.2.26) 代入 10.4.1 节 中 的 充 液 刚体 
动力 学 方程 (10.4.3), 令 A = B, A' = B', ws = uc, 化 作 


AÑ- (24—O) wd+(C— AJu26 + A' (2。 = weh) =0 (11.2.37a) 

Ag + (2A —C)wð+4(C — A)u26 + A (2 we) =0 (11.2.37b) 
KAEA ys: (10.4.17) 中 的 a, 8 改 记 为 V, Y, wo 以 we 代替 , 化 作 

Ü+ wh + B's + Tw = 0 (11.2.38a) 

Ú — wð + f), — Tu = 0 (11.2.38b) 


式 (11.2.37) 和 (11.2.38) 组 成 封闭 的 方程 组 , 确定 4 个 未 知 变量 9, Y, N, N. 利用 
量 纲 为 一 的 时 间 变 量 + = wct, 令 各 变量 为 以 s 为 指数 的 + 的 指数 函数 , 导出 特征 
方程 
aos? 十 als4 十 a282 + as = 0 (11.2.39) 

其 中 

ao = (1 一 7 

a= (2— A)J2—- A—2y(P +1)| +5(A—-1)(1—2)+ P (T — 22) 

ar = (A— 1) [4 (A — 1) — 37 +T (5r — 2+)] + T? (2 — 4)? 

as = 42 (A — 1)? 


量 纲 为 一 的 参数 A= C/A, y= A'/A, T = (A? — 1)/(A2 + 1) 分 别 如 式 (10.4.20) 及 
式 (10.3.37) 的 定义 , 其 中 和 为 椭 球 腔 的 半 轴 比 , 改 用 4 表示 惯性 矩 比 . 

数值 计算 表明 , 随 着 液体 成 分 所 占 比例 的 增 大 , 图 11.13 中 马 格 努 斯 三 角形 的 
拉 格 朗 日 区 内 的 所 有 点 仍 满足 纯 虚 根 条 件 , 但 德 布 拉 -德尔 普 区 逐渐 缩小 乃至 消失 . 
从 而 证 明 , 刚体 卫星 的 稳定 性 条 件 C > B > 4 仍 为 带 全 充 液 腔 刚 体 卫 星 同 步 转动 
的 一 次 近似 稳定 性 条 件 . 


(11.2.40) 
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11.3， 受 地 球 引力 矩 作 用 的 自 旋 卫星 


11.3.1 地球 引力 场 中 自 旋 卫 星 的 平衡 状态 


考虑 地 球 引力 矩 的 作用 ， 讨 论 轴 对 称 刚体 在 圆 轨 道中 绕 极 轴 的 自 旋 运 动 , 设 
A=B, 地 球 引力 矩 (11.2.8) 简化 为 


M, = 3⁄2 (C — A) azas 


M, = 3w? (A — C) aza (11.3.1) 
M,=0 
代入 轴 对 称 刚体 的 欧 拉 方程 (2.2.34), 得 到 
Ax + (Cu, — Awiz) wy = 3⁄2 (C — A) a203 (11.3.2a) 
Ain + (Awis — Cwz) ws = 3⁄2 (A — C) asar (11.3.2b) 
Co, = 0 (11.3.2c) 
方程 (11.3.2c) 有 初 积分 
Wz = Wo (11.3.3) 
积分 常数 wo 为 刚体 绕 极 轴 的 自 旋 角 速度 . 


PRH 11.2.3 节 定义 的 卡尔 丹 角 表示 刚体 相对 轨道 坐标 系 (O, — XY Z) 的 姿 
态 , 方向 余弦 oii (i= 1,2,3) 为 


al = cos 劝 ，a2 =0, a3 = sin 0134) 
y = —cossin, y2 = sin, ys = cos V cos Y 


角速度 w 在 (O; — zyz) 中 的 投影 为 


Wz = Ó cos — we cos ó sin Y 
wy = É + uc sin (11.3.5) 
wz = ó + Ó sin + we cos cos 


令 动 坐标 系 角速度 为 w = w — ó. 将 式 (11.3.4), (11.3.5) 代入 欧 拉 方程 (11.3.2)， 
令 其 中 所 有 导数 项 为 零 , 得 到 坐标 V, Y RIR Vs, ys 应 满足 的 方程 


(A8 — cosds cos Ys) sin Va = 0 (11.3.6a) 


{A6cos 加 + [3 (À — 1) — cos? Ve] cos a } sin Ys = 0 (11.3.6b) 
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其 中 量 纲 为 一 的 参数 ,8 分 别 为 星体 的 惯性 矩 比 和 自 旋 角 速度 wo 与 圆 轨道 角 速 
度 we 之 比 
x=. p= = (11.3.7) 


方程 组 (11.3.6) 存在 3 组 解 , 对 应 于 星体 的 自 旋 轴 相对 轨道 坐标 系 的 3 种 平衡 状 
态 : 


状态 一 : 加 = 0，w = 0: 极 轴 平 行 于 轨道 平面 的 法 线 . 

状态 二 : 如 = 0, V = arccos (A8): 极 轴 垂直 于 矢 径 r, 且 相对 轨道 面 法 线 倾斜 
Ó, 角度 . 

状态 三 : 加 = 0, Ys = arccos (和 8/(4 一 3 和 )): 极 轴 垂 直 于 轨道 切线 , 且 相对 轨 
道 面 法 线 倾斜 w 角度 . 

以 上 分 析 表 明 , 与 无 力矩 状态 不 同 , 卫星 在 地 球 引力 矩 作 用 下 其 自 旋 轴 在 轨道 
坐标 系 内 只 能 取 有 限 个 相对 平衡 位 置 . 其 中 状态 一 称 为 汤姆 孙 (Thomson) 平衡 , 随 
着 卫星 质心 的 圆 轨 道 运动 , 自 旋 轴 在 惯性 空间 中 的 轨迹 为 圆柱 面 (图 11.14(a)). 状 
态 二 和 状态 三 称 为 莱 金 斯 - 普 林 格 尔 (Likins-Pringle) 平衡 , 自 旋 轴 的 轨迹 分 别 为 旋 
转 双 曲面 (图 11.14(b)) 和 圆锥 面 (图 11.14(c)). 3 种 平衡 状态 中 的 状态 一 为 自 旋 卫 
星 的 正常 工作 状态 . 在 此 位 置 上 作用 于 刚体 的 地 球 引 力矩 为 零 , 因此 动量 矩 矢量 H 
沿 轨道 面 法 线 保 持 方向 不 变 . 在 状态 二 和 状态 三 中 , 地 球 引力 矩 引 起 星体 的 动量 矩 
矢量 H 绕 Z 轴 的 进 动 恰好 与 轨道 坐标 系 的 转动 同步 . 


图 11.14 自 旋 卫星 在 轨道 坐标 系 内 的 相对 平衡 状态 


上 述 星 体 自 旋 轴 的 相对 平衡 位 置 3,, ys 也 可 依据 相对 势能 V* 对 广义 坐标 的 
导数 为 零 的 条 件 确定 ， 将 式 (11.3.4), (11.3.5) 代入 动能 和 势能 公式 (11.2.12) 和 
(11.2.16), 令 刚体 的 相对 角速度 w 的 投影 为 


w, = Ú cos, w= +b, w, = wo — we Cos Ó cos Y (11.3.8) 
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导出 相对 势能 V° 
v= zul [3 (C — A) sin? Y + A cos? ú cos? 6] — Cwowe cos 9 cos 
令 V* N 0, BJ 382 e 


(a)n msi (%).., qç 


解 出 驻 值 3,w 应 满足 的 方程 与 式 (11.3.6) 完全 相同 . 
11.3.2” 自 旋 轴 的 稳定 性 充分 条 件 

自 旋 轴 在 轨道 坐标 系 中 相对 平衡 的 稳定 性 可 应 用 李 雅 普 诺 夫 直 接 方法 判断 . 将 
雅 可 比 积 分 中 的 哈密 顿 函数 和 取 作 李 雅 普 诺 夫 函 数 y , 即 

Y=A(Poos 0 +) + V° 

在 平衡 位 置 = vs, % = ha, ú = ú = 0 附近 , y 函数 关于 变量 ó, ú 为 正定 , 关于 
变量 3, y 的 正定 性 条 件 等 价 于 V* 在 平衡 位 置 处 的 极 小 值 条 件 , 可 利用 V* 的 赫 
赛 (Hess) 矩阵 H 判断 


(11.3.9) 


(11.3.10) 


(11.3.11) 


əv- æv" 
H= 全 (11.3.12) 
| ev" eV ka 
0000 IY Jj, 
其 中 
82V* M 
555 一 24w2 cos ë (A8 cos ó — cos 20 cos Y) 
2V 2 2 
5 = 2Aw? {A8 cos® cosy + [3 (A — 1) — cos? ó] cos 24} (11.3.13) 
82V* Za a 
B00 = 2Aw?sindsiny (2cosd cosy — A8) 


< det (H) 的 各 主子 式 大 于 零 , 将 以 上 导出 的 9, ys 的 3 组 解 代入 , 即 得 到 各 平衡 
位 置 的 稳定 性 充分 条 件 


状态 一 : X68 一 1>0，(3+6) 和 -4>0 (11.3.14a) 
状态 二 : 和 A>1，X8-1<0 (11.3.14b) 
状态 三 : 入 <1，(3+B) 入 -4<0 (11.3.14c) 


根据 此 稳定 性 条 件 在 (5, A) 参数 平面 内 划分 的 稳定 域 如 图 11.15 所 示 , 其 中 
Dı, D>, Ds 依次 为 上 述 3 种 平衡 状态 的 稳定 域 . 惯性 矩 比 X 在 0 和 2 之 间 变 动 ， 
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À = 0 的 星体 为 无 限 细 杆 , X = 1 为 轴 对 称 体 , 和 = 2 AARAA. 参数 6 = 0 时 
星体 在 惯性 空间 中 平 动 , 6 = 1 时 星体 在 轨道 坐标 系 内 保持 相对 静止 状态 . 
11.3.3 ” 自 旋 轴 的 一 次 近似 稳定 性 条 件 

在 图 11.15 中 , 状态 一 的 稳定 区 位 于 8 > 0 的 右 半 平 面 以 内 . 因此 要 保证 自 旋 
卫星 的 实际 工作 状态 稳定 , 自 旋 方向 必须 与 轨道 坐标 系 的 转动 方向 一 致 , 由 于 稳定 
性 充分 条 件 确定 的 稳定 域 不 一 定 能 履 盖 稳定 域 的 全 部 , 为 此 再 应 用 一 次 近似 理论 讨 
论 状态 一 稳定 性 的 其 他 可 能 性 . 设 自 旋 轴 受 扰 后 与 Z 轴 有 微小 偏离 , 5, 为 无 限 
小 量 , 仅 保留 其 一 次 项 , 将 式 (11.2.27) 代入 欧 拉 方 程 (11.3.2a), (11.3.2b) 使 其 线性 
化 , 写作 线性 陀螺 系统 的 普遍 形式 


Jë + G+ Ke = 0 (11.3.15) 


aq 


-2 = 0 1 2 
B= w/w 


图 11.15 (6,X) 参数 平面 内 自 旋 卫 星相 对 平衡 的 稳定 域 
各 系数 矩阵 定义 为 


(人 


G = (Cu — 2Aus) ( x: 4 ) (11.3.16) 


Kao: Cwo — Awe 0 
0 Cwo + (3C — 4A) we 


其 中 的 刚度 阵 K 即 式 (11.3.12) 定义 的 赫 斯 矩阵 H. 因此 稳定 性 条 件 (11.3.148) 等 
价 于 K 矩阵 的 正定 性 条 件 , 即 线性 系统 的 稳定 性 充分 条 件 . 陀螺 项 G 的 存在 有 可 能 
使 稳定 性 的 范围 扩大 . 利用 量 纲 为 一 的 时 间 变量 + = wet, 令 9 = goesr, Y = Woesr， 
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导出 系统 (11.3.15) 的 特征 方程 


5s2+as+b=0 (11.3.17) 


系数 a,b 为 
a=3\-— 1- 2A8 + X8? 


b= (8-1) (3+8) - 4] 


利用 特征 方程 (11.3.17) 的 纯 虚 根 条 件 (11.2.35), 在 (8, X) 参数 平面 上 划分 的 稳定 
域 如 图 11.15 所 示 . 其 中 右 侧 大 部 分 稳定 域 与 图 11.14 的 稳定 域 D, 重合 , 陀螺 项 
的 稳定 作用 扩展 出 左 侧 的 新 稳定 域 . 

分 析 图 11.16 可 归纳 出 以 下 结论 : 

1) 当 自 旋 角速度 的 绝对 值 |wo| 超过 轨道 角速度 we, 即 |8| > 1 时 , 星体 自 旋 产 
生 的 陀螺 效应 可 加 强 自 旋 轴 保持 轨道 面 法 线 方向 的 稳定 性 . 自 旋 角 速度 愈 大 , 稳定 
域 也 愈 大 . 自 旋 方向 与 轨道 坐标 系 转动 方向 一 致 时 (6 > 0) 较 方向 相反 时 (8 < 0) 
的 稳定 域 略 小 , 但 前 者 同时 满足 稳定 性 充分 条 件 . 若 考虑 星体 实际 存在 的 阻尼 因素 ， 
则 左 侧 稳定 域 转 为 不 稳定 , 右 侧 稳定 域 转 为 渐 近 稳定 . 

2) 扁平 形 星体 (和 > 1) 当 wol > we, 即 |8| > 1 时 总 能 保持 稳定 . 

3) 细 长 形 星体 (À < 1) 仅 当 自 旋 角速度 wo) 足够 大 时 方 能 保证 稳定 性 . 星体 
RAK, 要 求 稳定 的 自 旋 角 速度 愈 大 . 

4) 星体 做 平 动 运动 时 (8 = 0), 只 有 惯性 矩 比 严格 满足 1 < X < 1.33 条 件 的 接 
近 球形 的 星体 方 有 可 能 稳定 . 细 长 形 或 扁平 形 星体 均 不 可 能 稳定 . 

5) 相对 轨道 坐标 系 静止 的 星体 (6 = 1) 只 有 扁平 形 星体 (À > 1) 可 能 稳定 . 虽 
然 细 长 形 星体 也 存在 0.854 < 和 < 1 的 狭小 稳定 域 , 但 不 满足 稳定 性 充分 条 件 ， 


(11.3.18) 


一 次 近似 稳定 
李 雅 普 诺 夫 稳定 


A=0/4 


B= wo/we 


图 11.16 (6, 入) 参数 平面 内 自 旋 卫星 状态 一 的 稳定 域 
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11.3.4 ”地 球 引力 场 中 的 双 自 旋 卫 星 
讨论 轴 对 称 陀螺 体 的 运动 时 , 仅 须 将 刚体 的 欧 拉 方程 (11.3.2) 中 的 Cu, 改 为 

Cpwz + Cn (wz + ao) = Cu; + C, Nro = C*wz (11.3.19) 
因此 将 方程 组 (11.3.2) 中 的 C 以 式 (11.1.28) 定义 的 陀螺 体 等 效 惯 性 矩 C* 代替 ， 
即 转化 为 轴 对 称 陀 螺 体 在 地 球 引 力矩 作用 下 的 欧 拉 方 程 ， 陀 螺 体 自 旋 轴 的 相对 平 

衡 位 置 o, pa 仍 可 利用 式 (11.3.6) 确定 , 仅 须 将 其 中 的 和 以 X* = C*/A 代替 
(A*8 — cos Ó, cos Ya) sin Vs = 0 (11.3.20a) 
{A" 8 cos vs + [3 (A" — 1) — cos? 9a] cos ys} sin Ys = 0 (11.3.20b) 


仍 存在 与 上 节 类 似 的 3 种 平衡 状态 , 以 及 各 种 状态 的 稳定 性 条 件 . 以 y, = C, fo/ 五 
为 参数 , 图 11.17 为 (8, 入 ) 参数 平面 内 y. = 0.5 和 0.9 对 应 的 状态 一 的 稳定 域 . 
Yn = 0 的 特例 即 图 11.16 表示 的 自 旋 刚 体 的 稳定 域 . 可 从 中 看 出 稳定 域 随 +, 的 增 
加 , 即 转子 转速 的 提高 而 扩大 . 


一 次 近似 稳定 
李 雅 普 诺 夫 稳定 


(b) 
图 11.17 (6,X") 参数 平面 内 自 旋 陀 螺 体 状态 一 的 稳定 域 
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11.4 ` 自 旋 卫 星 的 非 稳 态 运动 


11.4.1 ”起 旋 和 消 旋 

卫星 从 静止 状态 转变 为 自 旋 状态 的 过 程 称 为 起 旋 , 必须 依靠 固定 在 星体 上 的 
喷气 推力 器 施加 力矩 M 实现 . 与 陀螺 仪 不 同 , 力矩 M 相对 各 连 体 坐 标 轴 的 分 量 
Mz, My, M, 为 时 间 的 确定 函数 .由 于 驱动 力矩 远大 于 微弱 的 地 球 引力 矩 , 后 者 可 
予 忽略 . 对 于 轴 对 称 刚体 , 令 欧 拉 方 程 (2.2.33) 中 4 = B, 写作 


Ao, + (C — A)wywz = Mz (t) (11.4.1a) 
Aoy — (C — A)oxuz = My 的 (11.4.1b) 
Cù: = M, (t) (11.4.1c) 


其 中 方程 (11.4.1c) 可 单独 积分 , 设 星体 绕 极 轴 的 初始 角速度 为 wo, 得 到 
TRETAT Š [ M. (rjdr (114.2) 
车 M, 为 常 值 , 星体 自 旋 角速度 的 变化 规律 为 
ws =+ (e) t (11.4.3) 


起 旋 过 程 中 M, 与 o, 同 号 , 星体 做 色 加 速 转动 . 利用 3.2.1 节 中 定义 的 卡尔 丹 角 
a,b, p 表示 星体 相对 惯性 坐标 系 (O。 — EnC) 的 姿态 ( 见 图 3.4): 


a 8 p 
(Oc — En) 一 (Oç — zogozo) 一 (Oc — zyz) 一 (Oc — Tryazn) 
£, zo yo'y Ki 


仅 保留 自 旋 轴 微小 偏 角 a, 6 的 一 次 项 , 角速度 分 量 近 似 为 
ws = 如 wy=ÂÅ, ws=9 (11.4.4) 
以 p = 0 对 应 的 时 刻 为 初始 时 刻 , 积分 式 (11.4.3) 得 到 
p= [ ws (Tdr (11.4.5) 
将 方程 (11.4.1a)、(11.4.1b) 的 自 变量 t 置换 为 o, 令 


(11.4.6) 
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转化 为 以 下 非 齐 次 线性 方程 组 
= + owy = pa (9) (11.4.7a) 
Ó — ows = m (9) (11.70) 
其 中 
= 和 -1 m=i m= (11.4.8) 
引入 复 变量 u, pn 
u= uz +iwy, H= Mz + ipy (11.4.9) 
将 方程 组 (11.4.7) 写作 复数 形式 
di iou = p (%) (11.4.10) 


dp 


设 uo = wzo + iwyo 为 = 0 Rf u 的 初 值 , 即 极 轴 偏离 稳 态 的 初始 扰动 , 线性 方程 
(11.4.10) 的 通 解 为 


Pp 
u(y)= fuo + i n (@e 'etac] eve (11.4.11) 
如 驱动 力矩 M 严格 沿 极 轴 方向 , Ms = M, = 0, 即 几 = 0, 上 式 简 化 为 
u (p) = uge"? (11.4.12) 


ERE u 的 复数 平面 , 即 (w-,wy) 平面 内 表示 以 原点 为 圆心 且 通 过 初始 扰动 uo 的 
圆 弧 (图 11.18). 星体 的 角速度 矢量 w 沿 圆锥 面 运 
动 , 表明 初始 扰动 可 引起 极 轴 的 不 衰减 运动 , 即 星 
体 的 章 动 . 为 判断 驱动 力矩 M, 对 星体 稳定 性 的 影 
响 , 利用 9.3.1 节 中 描述 的 状态 变量 方程 组 中 的 式 
(9.3.11d), 将 M, 在 X,Y 轴 上 的 投影 代入 后 , 化 作 


WW AWO 
Ó+ ( a )sag=0 (11.4.13) 


根据 上 式 判 断 ，M。> 0 的 驱动 力矩 可 以 保证 章 动 
图 11.18 星体 的 章 动 角 4 的 稳定 性 . 


星体 从 自 旋 状态 转变 为 相对 静止 状态 称 为 消 旋 . 令 上 述 推力 器 施加 的 力矩 M. 
与 wz 异 号 , 则 星体 做 匀 减 速 转动 . 但 根据 式 (11.4.13), M, < 0 可 导致 章 动 角 0 不 
稳定 . 从 节约 能 源 考虑 , 消 旋 宜 采用 被 动 方法 实现 . 最 简单 的 方案 是 改变 星体 的 惯 
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PEBE. 设 半径 为 a 质量 为 mo 的 圆柱 形 星体 绕 极 轴 做 自 旋 运动 , 星体 上 以 变 长 度 杆 
联系 质量 各 为 m 的 两 个 质量 块 , 沿 径 向 对 称 地 向 外 伸展 , 与 极 轴 的 距离 z 不 断 增 
大 (图 11.19). 不 计 杆 的 质量 , 星体 与 质量 块 组 成 的 系统 相对 极 轴 的 动量 矩 为 


H, = (J +2mz2?) wz (11.4.14) 


其 中 J = moa2/2 为 星体 的 极 惯性 矩 . 忽略 重力 梯度 力 则 矩 动量 矩 守 恒 , H, 为 常 值 . 
设 初始 时 z = a, 星体 的 初始 角速度 为 wo, 从 上 式 导出 自 旋 角速度 w 的 变化 规律 


11.4.15 
人 [e/a z 1] ( ) 


其 中 常数 k 定义 为 ik 
k=— (11.4.16) 
mo+4m 
无 限 增加 杆 的 长 度 , 方 能 使 角速度 衰减 为 零 实现 完全 消 旋 . 
悠悠 消 旋 ?是 上 述 变 长 度 杆 方案 的 改进 . 将 质量 块 用 两 根 柔 过 沿 旋转 方向 缠绕 
在 圆柱 形 星体 上 , 根部 对 称 地 固定 于 星体 的 外 壁 . 质量 块 先 被 锁定 , 锁定 装置 打开 
后 在 离心 力作 用 下 向 外 运动 使 柔 案 逐 渐 释 放 . 设 此 时 星体 的 角速度 为 wo, 质量 块 的 
速度 为 awo. 设 柔 索 全 部 释放 时 刚体 角速度 被 消除 为 零 , 柔 索 长 度 为 ! 且 不 可 伸 长 ， 
则 质量 块 速度 o 与 柔 索 正 交 (图 11.20). 根据 动量 矩 守 恒 和 机 械 能 守恒 定律 分 别 
列 出 
(J + 2ma2) wo = 2mlu (11.4.17) 


: (J + 2ma2) wa = 2 x (s) (11.4.18) 


图 11.19 变 长 度 杆 消 旋 图 11.20 悠悠 消 旋 


(D 修 悠 消 旋 的 名 称 来 自 与 悠悠 球 玩具 的 相似 性 . BER (yoyo) 是 以 短 轴 相连 的 一 对 圆 盘 ， 将 纺 绕 在 
短 轴 上 的 绳索 一 端 绕 在 手指 上 , 松手 后 圆 盘 可 沿 强 上 下 滚动 ,使 天 绳 不 断 改 变 长 度 . 
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从 上 式 消去 v, 解 出 为 保证 完全 消 旋 所 必需 的 柔 索 长 度 1 


a 
i= (11.4.19) 
长 度 1 与 初始 角速度 wo 无 关 , 常数 k 的 定义 与 式 (11.4.16) 相同 . 
双 自 旋 卫星 中 转子 的 起 旋 和 消 旋 可 利用 主体 对 转子 的 驱动 电机 实现 ， 由 于 为 
内 力矩 , 驱动 过 程 对 系统 的 总 动量 矩 无 影响 . 转子 的 起 旋 , 即 Nro 增 大 必 伴 随 主体 
转速 wo 减低 , 反之 , 转子 消 旋 伴随 主体 转速 wo 增高 . 对 于 无 外 力矩 作用 的 轴 对 称 
陀螺 体 , 沿 极 轴 方 向 的 动量 矩 分 量 守 恒 , 记 作 H... 则 Po 和 wo 的 变化 应 满足 


Cuno + C, Nro = Hzo (11.4.20) 


利用 上 式 消去 式 (11.1.28) 定义 的 等 效 惯性 矩 C* 中 的 Nro, 化 作 


H;o 
wo 


C*= (11.4.21) 


由 于 O 与 wo 成 反比 , 转子 的 起 旋 伴 随 稳定 域 扩大 , 消 旋 使 稳定 域 缩小 . 
11.4.2” 章 动 的 阻尼 


上 述 自 旋 卫 星 在 起 旋 过 程 中 产生 的 章 动 必须 采取 阻尼 措施 予以 消除 . 在 5.1.3 

节 关 于 陀螺 垂直 仪 径 向 修正 的 启示 下 ， 可 试图 利用 垂直 于 旋转 轴 的 力矩 起 阻尼 作 
用 . 设 

M, = 常数 ，M, = 常数 ，M: =0 (11.4.22) 


则 w: = wo, 星体 匀速 自 旋 . 令 方 程 (11.4.11) 中 为 常 值 , 得 到 
| i F (“° s, Ë) ew | (11.4.23) 


E u 的 复数 平面 内 , 上 式 表 示 以 偏离 原点 的 (yy/k, u= /k) 为 圆心 且 通 过 初始 扰动 
uo 的 圆 弧 (图 11.21). 角速度 矢量 o 沿 偏 置 的 圆锥 面 运动 , 未 能 起 章 动 阻尼 作用 . 
原因 是 径 向 修正 力矩 并 非 如 陀螺 垂直 仪 固定 于 壳 体 , 而 是 随同 转子 同步 转动 . 

式 (11.4.23) 表明 力矩 的 模 愈 大 , 圆心 偏离 原点 愈 远 . 若 无 限 增 大 力矩 , 则 圆心 
必 无 限 远离 原点 . w 矢量 端点 的 圆 绝 轨 迹 趋 近 于 直线 (图 11.22). 根据 此 现象 , 可 利 
用 星体 上 的 喷嘴 产生 一 系列 冲击 力矩 使 w 矢量 朝 预期 方向 运动 . 令 


n(o) = 3 mòl- vi) (11.4.24) 
j 
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图 11.21 径 向 推力 作用 下 的 章 动 


其 中 py = aot, t; 为 第 j 次 冲击 时 间 , uy 表示 力矩 的 幅 值 , 8(p) 为 脉冲 函数 . 每 
次 溃 击 产生 的 力矩 冲 量 P, 为 
B=w] s€-e)e=unt(e- (11.4.25) 


其 中 1 (9p) 为 阶 跃 函数 . 冲 量 P 应 与 作用 时 刻 的 角速度 u; 反 向 , 以 保证 每 次 冲击 
产生 的 角速度 增 量 Au, = wP; 的 实 部 或 虚 部 为 负 值 . 例如 , 图 11.23 中 的 状态 1 
应 施加 图 11.22 中 编号 为 1 的 冲击 力矩 , 其 余 编 号 类 推 . 则 w 矢量 以 阶 跃 形式 趋 近 
原点 , 章 动 随 之 消失 . 


I. == 
Ji] aa iee 


1. M.=0, M,—-~ 2. M,—=, M,=0 


Pin e 
ME s=. 


3. M,=0, M,—%~ £ Meia in 
图 11.22 冲击 力矩 作用 下 极 轴 的 运动 趋势 
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图 11.23 ”冲击 力矩 产生 的 章 动 阻尼 


除 上 述 施 加 力矩 的 主动 阻尼 方案 以 外 , 根据 11.1.1 节 的 分 析 , 还 可 利用 卫星 内 
部 的 能 量 耗 散 起 阻尼 作用 . 弹性 附件 或 充 液 腔 均 存在 耗 散 因素 , 本 节 以 液体 阻尼 环 
为 例 , 弹性 附件 的 阻尼 作用 将 在 下 节 中 讨论 . 

设 圆 环形 细 管 内 充满 黏 性 液体 , 圆 环 管 在 (ya, za) 坐标 面 内 与 星体 固定 , 以 刚 
体质 心 0。 为 中 心 , 半径 为 a( 图 11.24). 液体 的 质量 为 m, 在 主体 旋转 引起 的 惯性 
力作 用 下 以 角速度 相对 管 壁 做 整体 转动 . 管 壁 对 液体 团 的 黏 性 阻力 对 质心 的 力 
矩 与 相对 流速 成 正比 , 阻尼 力矩 系数 为 D, 其 动力 学 方程 为 


ma? + DY = -ma ùs, (11.4.26) 
其 中 ws 为 星体 绕 za 轴 的 角速度 分 量 . 设 ws = 0 时 管内 液体 相对 静止 , 则 对 上 式 


各 项 积分 一 次 , 得 到 
Tyi += —Tywe (11.4.27) 


其 中 T, = ma?/D. 将 星体 做 自然 规则 进 动 时 的 角速度 (9.3.14) 作为 零 次 近似 , 投 
影 到 z, 轴 , 且 仅 保留 3 的 一 次 项 , 导出 


wz = vô sinnt (11.4.28) 

其 中 n =v (1 一 入 /和 为 星体 自 旋 角速度 . 将 上 式 代入 方程 (11.4.27), 参照 4.1.4 节 
导出 的 强 阻尼 摆 的 受 迫 振 动 特 解 (4.1.49), 导出 

Y= ysin (nt — ó) (11.4.29) 


其 中 
vTyð 


p= g 
Vl+n27? 


ó = arctan (nT;) + x (11.4.30) 
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图 11.24 带 液体 阻尼 环 的 自 旋 卫 星 
液体 团 在 管内 流动 过 程 中 , 每 个 自 旋 周 期 内 管 壁 的 黏 性 摩擦 力 所 做 的 负 功 为 


2rjm 
AW = -| D+?dt = —xDn2+à (11.4.31) 
0 


将 AW 与 时 间 At = 2x/n 相 除 , 得 到 机 械 能 的 平均 衰减 率 

AW lnasa2 Dn3v2T292 
— 2(1+n2T2) 
忽略 阻尼 环 内 的 流体 流动 对 卫星 总 体 机 械 能 公式 的 微小 影响 , 式 (9.3.17) 表示 的 动 
能 了 即 星体 的 总 机 械 能 E. 对 时 间 求 导 后 得 到 


(11.4.32) 


Ë= a (A - 166 (11.4.33) 
令 上 式 与 机 械 能 的 平均 衰减 率 (11.4.32) 互 等 , 导出 3 的 一 阶 方程 
Tó +$ = 0 (11.4.34) 
此 方程 确定 章 动 阻尼 过 程 , 衰减 时 间 常 数 为 
2 
To= r |) + 2 (11.4.35) 


11.5 “弹性 变形 问题 


11.5.1 ” 带 弹 性 附件 的 双 自 旋 卫 星 


讨论 带 弹 性 附件 的 轴 对 称 双 自 旋 卫 星 的 无 力矩 运动 . 设 主体 带 有 弹性 天 线 , H 
子 以 常 值 角速度 No 相对 主体 转动 . 弹性 天 线 简化 为 对 称 分 布 的 4 个 无 质量 弹性 
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梁 上 的 4 个 质点 P; (j = 1, 2,3,4). 各 质点 可 沿 极 轴 方 向 做 微 辐 振动 (图 11.25). 采 
用 11.1.4 PENH (O. 一 EnC) 为 参考 坐标 系 , OcC 轴 沿 守恒 的 动量 矩 矢量 H 方向 . 
主体 相对 (O. — 65) 的 姿态 改 用 1.1.3 节 定 义 的 欧 拉 角 Y, 60, o 表示 , 转动 次 序 为 


Y 9 e 
(O. — én6) — (Oe — Zoyoz0) 一 (Oç — zz) 一 (Oç — Znynzn) 
Ç, Zo T0, T z, ša 


上 述 欧 拉 角 0,06, o 与 2.4.1 节 分 析 拉 格 朗 日 情形 刚体 定点 运动 时 相同 , 刚体 的 角 速 
度 公式 也 相同 , 区 别 仅 在 于 坐标 系 的 原点 由 定点 O 改 为 质心 O。 (图 11.26). 


zæ l% 


Dr m 
M1125 ” 带 弹 性 天 线 的 双 自 旋 卫星 图 11.26 欧 拉 角 
刚体 的 角速度 w 相对 莱 查 坐标 系 (O — zyz) 的 投影 为 
Wz = Ó, wy = sind, ws = cos + o (11.5.1) 
设 质点 P; (j = 1,2,3,4) 的 质量 均 为 m, 相对 质心 O. 的 矢 径 为 
r; =l(cosgji +sing;j) + (h + z;)k (j = 1,2,3,4) (11.5.2) 


其 中 wm = ç + (ë — 1)z/2 为 第 ; 弹性 梁 相 对 z 轴 的 角度 , 1 为 弹性 梁 长 度 , h 为 梁 
平面 距 质心 的 高 度 , zj; 为 质点 P; 偏离 平衡 位 置 的 位 移 . 附件 的 弹性 变形 产生 的 惯 
性 积 为 


4 4 
Jes = -J miz; COS Pj, Jyz = — miz sin gj (11.5.3) 
j=1 j=1 
计算 附件 静止 时 的 刚体 动量 矩 Ho, 将 静止 的 附件 视 为 主体 的 一 部 分 , 利用 式 
(11.1.11) 的 符号 表示 陀螺 体 及 各 部 件 的 赤道 惯性 矩 和 极 惯性 矩 , 得 到 


Ho = (Au; + Jzzwz) š + (Awy + Jyzwz) j + (Jrwz + Jyzwy + Cwz + G, Nro) k 
(11.5.4) 
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质点 由 于 弹性 变形 引起 相对 运动 时 产生 动量 矩 增 量 AH, 仅 保留 z, 的 一 次 项 时 导 
出 
4 4 
AH = mr; x żjk = Y mlż; (sin @;š — cosp;j) (11.5.5) 
j=1 j=1 
卫星 的 总 动量 矩 为 H = Ho + AH. 将 沿 ç 轴 方 向 的 动量 矩 H 向 (O — zyz) 投影 ， 
得 到 
H = H (sinj + cos vk) (11.5.6) 
应 用 逐次 近似 方法 , 将 z; 和 ¿; 均 为 零 的 无 弹性 变形 状态 作为 零 次 近似 . 将 式 
(11.5.1) RAR (11.5.4), 令 Jez: Jy AF, 与 式 (11.5.6) 各 项 相等 , 导出 


ġ=0, ġ=v, ġ=n (11.5.7) 


即 式 (2.3.30) 描述 的 无 力矩 刚体 的 自然 规则 进 动 , > 和 n 为 无 弹性 变形 时 的 章 动 频 
率 和 自 旋 角速度 


e. F, n= 0 Neosd =y] (11.5.8) 
其 中 À = C/A, Yn = C, Qao/ H. 对 应 的 角速度 零 次 近似 值 为 
wz = 0, wy =vsinð, wz = wz0 = (u/À) (cos — Ya) (11.5.9) 


考虑 附件 的 弹性 变形 , 将 上 式 代入 式 (11.5.4), 与 式 (11.5.5) 之 和 与 式 (11.5.6) 各 项 
相等 , 其 中 Jez Jys 以 式 (11.5.3) 代入 , 得 到 欧 拉 角 变化 规律 的 一 次 近似 式 


t 

ġ= T D (wwr0 eosps — šj sin gj) (11.5.10a) 
j=1 

; m < " š 

=u + TD (ws0 Sin g; + š; cos pi) (11.5.10b) 

i=1 

ml 

p=n+ T 2 vin cosg; (11.5.10c) 

i=1 


其 中 pj = nt + (j — 1)x/2, 5, $, o 视 为 t 的 慢 变 函 数 . 
刚体 转动 在 质点 P; 上 引起 惯性 力 F; (j = 1,2,3,4) 


F; = —m [ù x r; +w x (wxri)+2 x #;] (11.5.11) 


其 中 以 波浪 号 表示 相对 动 坐标 系 (O; — z yaza) 的 局 部 导数 ， 五 ; 沿 极 轴 的 分 量 
F. (j = 1,2,3,4) 驱使 弹性 梁 做 受 迫 振 动 . 设 无 质量 弹性 梁 的 刚度 系数 和 阻尼 系数 
均 为 K 和 D, 列 出 质点 Pj 相对 (O。 一 za yaza) 的 动力 学 方程 


mšj + Dzj + Kz; =F, (j= 1,2,3,4) (11.5.12) 
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其 中 Fr. = F} k. 将 式 (11.5.2) 和 零 次 近似 角速度 (11.5.9) 代入 式 (11.5.11), 导出 


F}, = m? sinó [h sin ó — (1/A) [(2 — A) cos — 2ya] sin pj} (11.5.13) 
代入 方程 (11.5.12), 化 作 
Z; + 2Çk2; + k?zj=k°F (t) G =1,2,3,4) (11.5.14) 
其 中 
了 _ Fh 
k= NES 《= VAR F=% (11.5.15) 


参照 4.1.2 节 的 分 析 , 方程 (11.5.14) 的 受 迫 振动 特 解 为 
z; = { (5) sinó — (5) [(2 — A) cosó — 2y] sin (p; 一 aD} sin (11.5.16) 
其 中 参数 q 和 相位 差 ó, 定义 为 

1⁄4 


2 
efh k G) ] (7) j (11.5.17) 
ë = arcsin (SE) -G-95 
由 于 质量 弹簧 系统 的 固有 频率 远大 于 自 旋 频 率 ,k > n, 忽略 (n /k)?, 简化 为 
q=k, ó; = arcsin (22) -6-95 (11.5.18) 
其 中 n 为 9 的 函数 由 式 (11.5.8) 定义 . 


11.5.2 。” 带 弹性 附件 双 自 旋 卫 星 的 稳定 性 


将 式 (11.5.16) 代入 式 (11.5.10a) 的 右 项 , 分 析 附 件 弹性 变形 引起 章 动 角 3 的 
缓慢 变化 , 以 判断 运动 状态 的 稳定 性 . 由 于 章 动 角 的 变化 速度 远 慢 于 自 旋 角 速度 ， 
可 将 右 项 在 周期 2x/n 内 平均 化 , 6 在 平均 过 程 的 每 个 周期 内 保持 常 值 . 得 到 


(四 = Ji AN > (zjwzo cos pi — š; sin pi)dp; (11.5.19) 


将 式 (11.5.16) 代入 上 式 , 略 去 平均 化 符号 , 化 作 
ó+ F(0)=0 (11.5.20) 
函数 F (0) 定义 为 
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F(9)=Lsind[(A—1)cosd+ Yall(2—N)cosd— 27a]? (11.5.21) 
常数 工 与 阻尼 系数 5 成 正比 en na 
= POR kal 


先 考察 y, = 0 的 特例 , 即 带 弹性 附件 的 自 旋 刚 体 卫星 情形 . 方程 (11.5.20) 简 
化 为 


+L(A—1)(2— A)? cos? dsind = 0 (11.5.23) 
令 间 = 0, 解 出 方程 的 有 点 S; (7 = 1,2,3) 
S1: $s1=0 
S2: ño = x (11.5.24) 
S3: Vs3 = 1/2 


Su S; 为 绕 极 轴 旋 转 的 正常 工作 状态 , S. 为 绕 赤道 轴 旋 转 的 倾覆 状态 . 稳 态 运动 的 
稳定 性 可 利用 函数 已 (9。) 的 导数 符号 判断 


> 0 渐进 稳定 
F' (0s) Zo 不 稳定 (11.5.25) 
导出 以 下 稳定 性 条 件 
和 >1 即 C > 4 : 51, S 渐进 稳定 ， Ss 不 稳定 (11.5.26) 


<1 COC<A: S, 9 PAE, S 渐进 稳定 


即 轴 对 称 刚体 绕 最 大 惯性 矩 的 极 轴 的 永久 转动 稳定 , 与 9.4.1 节 中 用 能 量 法 分 析 的 
结论 一 致 . 图 11.27 X ó = —F (0) 的 函数 曲线 , 稳定 性 条 件 (11.5.26) 也 可 从 Bí 
时 间 的 变化 趋势 得 出 . 


ó ó 
S, S 9 & 5 9 
o 
/2 ols 721 加 
(a) 入 > 1 (b) A<1 


图 11.27 从 (59) 函数 曲线 判断 9 随时 间 的 变化 趋势 


对 于 带 弹性 附件 的 双 自 旋 卫 星 , 方程 (11.5.21) 的 特 解 中 51, S, 不 变 , 5s 不 同 
于 /2 且 增 加 奇 点 S. 
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y, 
S3: dea = arccos (7257) 


2 
Sa: Vs4 = arccos (z +) 


(11.5.27) 


奇 点 53,54 对 应 的 运动 为 章 动 角 保持 常 值 的 自由 规则 进 动 . 不 失 一 般 性 , 设 1 > 
为 >02> 入 >0 则 ss 仅 在 \<1- 和 或 入 > 1+ a 条 件 下 存在 ,54 NE 
入 < 2(1 -mm) 条 件 下 存在 . 利用 F (0) 的 符号 判断 , 稳定 性 条 件 为 


>1- 和 加: S, 渐进 稳定 


RA qas (11.5.28a) 
>1+7Y : S 渐进 稳定 

Kut ia (11.5.28b) 
和 > 1: s 不 稳定 (11.5.28c) 


<1: S% 渐进 稳定 


其 中 51,52 的 稳定 性 条 件 与 11.1.4 节 中 用 能 量 法 导出 的 条 件 (11.1.32) 完全 一 致 . 
由 于 F' (864) = 0, S, 对 应 的 稳 态 运动 处 于 随 过 状态. 利用 F (6) 的 二 阶 导数 判断 ， 
F" (bea) < 0, 此 随 遇 状 态 也 趋 于 不 稳定 . 图 11.28 为 ya = 0.2 时 (6,, X) 参数 平面 
内 的 稳定 域 , 其 中 分 别 以 空心 线 和 实心 线 表示 渐 近 稳定 或 不 稳定 状态 , 不 稳定 的 随 
WRS S, 以 虚线 表示 . 显示 出 自 旋 轴 的 个 数 、 位 置 和 稳定 性 随 参数 的 变化 而 改变 
HIEM. 


2 


À 
15 
l+ 


s i mA 


图 11.28 带 弹性 附件 双 自 旋 卫 星 的 稳定 域 
仅 保留 9 的 一 次 项 , 式 (11.5.23) 的 线性 化 方程 为 
Tò+9=0 (11.5.29) 
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训 减 时 间 常数 T 为 
T=- LO -DJ-A 
11.5.3 ”弹性 轴 连 接 的 双 体 卫星 


讨论 由 弹性 轴 连 接 的 两 个 分 体 组 成 的 自 旋 卫 星 的 无 力矩 运动 . 连接 轴 的 弹性 变 
形 改变 分 体 之 间 相对 位 置 , 使 系统 的 质量 几何 发 生变 化 . 其 力学 模型 不 同 于 质量 几 
何 固定 不 变 的 陀螺 体 . 

讨论 两 个 轴 对 称 刚体 Bi (i = 1,2) 以 挠 性 轴 联 结 组 成 的 双 体 系统 , 挠 性 轴 简 化 
ARE O( 图 11.29). 刚体 B, 的 质心 、 质 量 、 中 心 赤道 惯性 矩 和 极 惯性 矩 
分 别 为 Oi, mi, Ai, Ci 《=12), O。 和 m 为 系统 的 总 质心 和 总 质量 . 忽略 地 球 
引力 矩 的 影响 , 以 质心 O. 为 原点 , 建立 惯性 空间 中 的 平 动 坐标 系 (O; — Ent), 以 守 
恒 的 系统 相对 O 的 动量 矩 矢量 H 为 ¢ 轴 . 将 (O. Ent) 平移 至 以 Bi 的 质心 O, 
为 原点 , 记 作 (O, 一 6mGi). W pis Vi, pi (i = 1,2) 为 Bi 相对 (O, 一 &imGi) 的 欧 拉 
fa (图 11.30), (O; — ziyizi) 为 刚体 B, 的 莱 查 坐标 系 , Oiz 为 极 轴 , Oizi 与 Oizi 和 
Oig 组 成 的 平面 正 交 . 各 坐标 系 之 间 的 关系 为 


(11.5.30) 


vi Pi 
(Oi —&mG) 一 (Oi— Zioyiozi0) 一 (Oi — Ziyizi) 一 (Oi — ZiRYRZR) 
Qi, Zio Tio, Ti Ži, ZiR 


za Zr $ žo 


图 11.29 弹性 连接 的 双 体 卫星 图 11.30 ”参考 坐标 系 
系统 的 总 动量 矩 H 为 各 分 体 的 动量 矩 的 矢量 和 


3 
H=) H; (11.5.31) 


i=l 
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其 中 Hi (i = 1,2) 为 刚体 B, 相对 O. 的 动量 矩 
Hi=Ja:w: (i=1,2) (11.5.32) 


Ja (i = 1,2) 为 B; 相对 O, 的 惯性 张 量 , wi (i = 1,2) 为 B, 的 角速度 . 设 O. 至 O, 
的 矢 径 为 L, B, 相对 O, 的 中 心 惯性 张 量 为 Ji, 则 有 


Ja=Ji+milil; (i=1,2) (11.5.33) 
wi 相对 (O, — ziyi 有 i) 的 投影 wi; (i = 1,2, j = 1,2,3) 可 根据 式 (11.5.1) 表示 为 
wis = Òi, wiy = Yisin Di, wiz = hi cost; 十 Pi (i=1,2) (11.5.34) 


HR (11.5.33), (11.5.34) 代入 式 (11.5.32) 和 (11.5.31), 将 守恒 的 动量 矩 H 向 (O. — 
Ene) 各 轴 投 影 , 得 到 


2 

3 { [Ae — p (cñ,cÚ;cib, — s0;s0;ci;) à] 

i=l 

+ [(Ci — Ai) cð; — nc6;] Wisdiswi + Cewusgisy} =0 (11.5.35a) 
2 

y { [24i yist 一 (cgicgjsy — svis0sys) ó.) 

i=l 


+I(C, — A) cgi — ueð;) Wisdicwi + Cipisdicys} =0 (11.5.35b) 


2 
> Í—ucis0;5 (Wi — pi) Š, + [4is29 + Cic? 


i=l 
+us0,s0;c (hi — W) | + Cipicði} = H (11.5.35c) 
其 中 c, s 为 cos, sin 的 简写 符号 , B. j = 1 2 (j # ü), 参数 z 定义 为 
= mmhh (11.5.36) 


m 
Bo 作用 于 B, 的 力矩 包括 驱动 力矩 Mm MARDE M.. 驱动 力矩 Mm = Mmk 
沿 B, KRR. M 垂直 于 变形 平面 , SKER O 点 的 转角 ó 成 正比 , a 为 弹性 变 
形 引起 的 二 分 体 极 轴 之 间 的 夹 角 . 设 ki 为 Oiz WERE, a 可 利用 ki 与 k; 矢量 
积 的 模 导 出 , 其 中 


ki = sinó, (一 sinWiEo + cosyn?) + cos iC (i= 1,2) (11.5.37) 
导出 


1⁄2 
Q = arcsin {leos D1 sin ya cos (Yı — Ya) — sin vı cos 02]? + sin? 92 sin? (加 一 v2)} i 
(11.5.38) 
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设 K 为 弹 筑 的 刚度 系数 , 则 弹簧 力矩 M. 为 
s = Ko (sino) ` (kı X k2) (11.5.39) 

单独 列 写 分 体 B, 相对 (O, — EnG) 的 欧 拉 方程 

页 + Orius) + (C1 — Ai) Ë2c0180) + u 位 [cgisgac (Y1 — a) 

+s01802] 十 加 cgisgas (Y1 — 02) 一 (ë n j) cgisgac (Y1 — Y2) + sd1cD2 

一 2boyacgicgacyasyz} = Ka (sino)! [e0isəc (Wi — Y2) -sgicya] (11.5.40a) 

41 (sbs 十 加 页 cg) — Cap 六 — (C1 — A) hihi) 

+ u [- 训 oga+ 和 sgac( — Ya) + (83 + %2) sgos(w — va) 

+2bayjacgasyasya| = Ka (sino) 1 s028 (h — wo) (11.5.40b) 


CS (P+ hiodh) = Ma (11.5.40c) 
11.5.4” 双 体 卫 星 的 永久 转动 
讨论 双 体 系统 做 永久 转动 , 即 两 分 体 绕 同一 轴 以 同一 角速度 转动 的 可 能 性 . 此 
时 角速度 矢量 wi = w = wo 与 系统 的 动量 矩 矢量 H 方向 一 致 . 令 Ó, = pi = 
0, =o (i = 1,2), 方程 组 (11.5.35), (11.5.40) 简化 为 


2 
> (Ci — Ai) cdi — ped]sdisyi = 0 (11.5.41a) 
i=1 
2 
> (G, — Ai) c: — nc6;] sici = 0 (11.5.41b) 
i=1 
2 
wo = H  [A:s26, 十 Cic2gi +2ps0;s0;c (bi — wi) (11.5.41c) 


i=1 


(C1 — Ai) wacgisgl — pdcd1sd2c (Yı — Y2) 


+ Kô (sin ó) `? [sygicgz — cd1sd2c (Yı — Wa)] = 0 (11.5.41d) 
[u +Kô (sina) *] sgas (Y1 — Y2) = 0 (11.5.41e) 
M, =0 (11.5.41f) 


方程 (11.5.41e) 要 求 yı = Yo, (11.5.41c) 确定 角速度 wo 为 刚体 姿态 的 函数 , 方程 
(11.5.41a), (11.5.41b), (11.5.41d) 化 作 
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2 
> (G, — A)sin26,] — 24 sin (0; + 2) = 0 (11.5.42a) 
i=l 


(Cı — Aı)sin 20) — 2p cos vı sin V2 


2 
+ 2v (1 — v2) | ) (Aisin? ó; + C, cos? ði) + 2ucosvı sinv2| =0 (11.5.42b) 


i=1 
其 中 v = K/H2. 方程 组 (11.5.42) 有 以 下 两 组 常 值 特 解 9; = yi (i = 1,2), 分 别 以 
Si, S; 表示 其 对 应 的 永久 转动 
Si: ñi = Vas =0 (11.5.43a) 
S2: vis = 2s = 7/2 (11.5.43b) 
S, 为 系统 绕 与 刚体 的 极 轴 z, (i = 1,2) 重合 的 Oc 轴 的 正常 永久 转动 . S, 为 永久 
转动 轴 与 极 轴 z (i = 1, 2) 正 交 的 陷阱 状态 . 
在 一 定 条 件 下 , 方程 组 (11.5.42) 还 可 能 存在 不 同 于 (11.5.43) 的 非 平凡 解 . 以 
两 个 相同 刚体 组 成 的 双 体系 统 为 例 , 设 Bl 和 Bs。 有 完全 相同 的 质量 几何 . 令 
A= A, O, =G (11.5.44) 
则 方程 (11.5.42a) 有 不 同 于 平凡 解 的 两 种 特 解 , 所 对 应 的 永久 转动 分 别 以 5, S, R 


不 
Ss: Dis = -02s (11.5.45a) 


Siz $= 3+% Dos = 3 -y (11.5.45b) 
将 式 (11.5.45a) 代入 方程 (11.5.42b), 化 作 
下 (ga)= (C1 — Ay + p) sin 21s + 16v01s [C1 + (Ay — O) — n)sin26,,]2 = 0 
(11.5.46) 
B+ F (0) = 0, F (2/2) > 0, 车 F' (0) < 0, 则 至 少 存 在 bis 的 不 同 于 零 或 r/2 的 一 
个 根 . 由 此 导出 Ss 状态 存在 的 充分 条 件 
Aı > Cı + p +8vC? (11.5.47) 
将 式 (11.5.45b) 代入 方程 (11.5.42b), 化 作 
GO)= (A) — C1 + u)sin 2y + 16v7 [C; + (A1 — O) — n)sin2]2 =0 (11.5.48) 
HF G (0) = 0, G (7/2) > 0, 车 G' (0) < 0, 则 至 少 存在 y 的 不 同 于 零 或 x/2 的 一 
个 根 . 从 而 导出 S, 状态 存在 的 充分 条 件 
O, > A+ n +8u (A + n)? (11.5.49) 


Sa, Sa 状态 的 存在 表明 双 体 卫星 存在 与 转动 轴 与 极 轴 非 正 交 的 陷阱 状态 . 
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11.5.5 “永久 转动 的 稳定 性 
永久 转动 的 稳定 性 可 应 用 能 汇 法 进行 分 析 . 实践 中 难以 避免 的 内 阻尼 使 系统 的 
总 机 械 能 衰减 . 设 卫星 做 永久 转动 时 的 总 能 量 为 E = T + V, 量 纲 为 一 化 为 Ê 


2 -1 
Ë= = = > (4is29i + Cic2gi) +n] +v (b2 — 51) 


i=l 


系统 做 6, = Dis (i = 1,2) 的 永久 转动 时 , 总 能 量 Ê 取 极 值 的 必要 条 件 为 


og oF 
(=) = ($) =0 (11.5.50) 
Oia Ois 
PÊ\ [PÊ PÊ 
(52) (a) - (es), s: EEES 
Ê 取 极 大 值 或 极 小 值 的 充分 条 件 为 
PÊ <0 极 大 值 
(3) ,>0 : 极 小 值 (11.5.52) 


由 于 总 机 械 能 Ê 随时 间 趋 于 减 小 , 当 Ê 为 极 大 值 时 , 时 间 的 推移 必 伴随 扰动 量 的 

增 大 . 因此 户 的 极 大 值 条 件 为 永久 转动 的 失 稳 条 件 . 相反 , É 取 极 小 值 时 永久 转动 

为 渐 近 稳定 . 对 于 正常 永久 转动 51, 令 yis = 0 (i = 1,2), 条 件 (11.5.50) 恒 满足 , 条 
件 (11.5.51) 和 (11.5.52) 化 为 

(41 — G) [As — C2 — v (C1 + C2)?] — v (As — C2) (O) + 02)? 

—2uvpn (C1 +02)? -p > 0 (11.5.53) 

2<0 BAKE, 不 稳定 I 

> 0“ 极 小 值 , 渐进 稳定 

对 于 陷阱 状态 52, $ bis = r/2 (i = 1,2), 条 件 (11.5.50) 恒 满 足 , 其 余 条 件 为 


C1— Aí + v (C1 + C2) (11.5.54) 


(A-O) + n) [4 —C2+p+v (A1 +42 +2⁄)2] 
+v (A2 — Cz + u) (A1 + A2 +24)? > 0 (11.5.55) 


2<0 极 大 值 , 不 稳定 


Aı — O) + v (A) + A2 +24) So : 极 小 值 渐进 稳定 


(11.5.56) 
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对 于 上 述 两 个 相同 刚体 组 成 系统 的 特殊 情形 , 将 式 (11.5.44) 代入 式 (11.5.53)， 
(11.5.54), 导出 的 正常 状态 失 稳 条 件 与 非 平凡 解 (11.5.45a) 的 存在 条 件 (11.5.47) 完 
全 相同 

A) > O; + n + 8vC? (11.5.57) 
将 式 (11.5.44) 代入 式 (11.5.55), (11.5.56), 导出 的 陷阱 状态 能 量 的 极 大 值 条 件 与 非 
平凡 解 (11.5.45b) 的 存在 条 件 (11.5.49) 完全 相同 


O, > Ai + p+ 8v (Ay +y)? (11.5.58) 


从 而 证 明 , 平凡 解 (11.5.43) 对 应 的 失 稳 条 件 (11.5.57) 或 (11.5.58) 同时 也 是 非 平 凡 
解 (11.5.45) 的 存在 条 件 . 

令 A.) = As, C1 = O2, Vis = Bəs, n/ Ai = 0.1, vA, = 0.02, 用 数值 方法 从 方程 组 
(11.5.42) 解 出 永久 转动 轴 位 置 且 判 断 其 稳定 性 . 在 图 11.31 中 以 惯性 矩 比 C/A 
随 dis 的 变化 曲线 表示 . 其 中 以 空心 线 和 实心 线 表示 稳定 和 不 稳定 的 永久 转动 轴 . 
当 参 数 v 和 p 足够 小 时 , 即 弹簧 足够 软 或 铵 点 足够 接近 刚体 的 质心 时 , 永久 转动 轴 
的 数目 和 位 置 出 现 分 岔 . 可 看 出 细 长 型 刚体 (C, > 41) 与 扁平 型 (C1 <A) 刚体 的 
永久 转动 规律 存在 明显 区 别 . 


2 
G/A, 


1.5 


mA 7/2 
vis 


图 11.31 ”永久 转动 轴 的 分 岔 


11.6 卫星 姿态 的 飞轮 控制 


11.6.1 ”陀螺 体 的 姿态 控制 


利用 陀螺 体 中 转子 的 惯性 效应 , 可 实现 对 主体 的 姿态 控制 . 起 控制 作用 的 转子 
称 为 反作用 飞轮 . 设 陀螺 体 G 由 非 轴 对 称 的 主体 P 和 分 别 沿 连 体 坐标 系 (O, — zyz) 
的 z,y,z 轴 的 3 个 轴 对 称 转子 Ri (i = 1,2,3) 组 成 ( 见 图 11.32), G* 为 质量 分 布 与 
G 完全 相同 的 刚体 , Jp, Jri (i = 1,2,3) 分 别 为 主体 和 转子 相对 质心 O. 点 的 惯性 
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张 量 , w, on (i = 1,2,3) 为 主体 和 转子 的 角速度 . 系统 G 相对 O. 的 动量 矩 H 可 
利用 式 (11.1.9) 写作 ; 
H=J w+) Jai: Nri (11.6.1) 


i=1 


图 11.32 三 转子 陀螺 体 


其 中 
J=J,+ DIR Nri=wri-w (i=1,2,3) 
= 
fr1 = Ngai, Rr2 = (aj, Nra = Qa,k 
设 各 转子 有 相同 的 极 惯性 矩 CA, 各 矢量 符号 以 (O — zyz) 中 的 投影 列 阵 代替 , 动量 
HEH» 


(11.6.2) 


H = Joe+C, Q, (11.6.3) 


将 上 式 代入 动量 矩 定理 (2.2.23), 忽略 地 球 引力 矩 , $ wi = o, M = 0, 导出 陀螺 体 
动力 学 方程 的 投影 式 


H+ëH=0 (11.6.4) 
其 中 
Awz + Cr NR 0 —o wy 
H=| Bo +C, fay |, ë= wz 0 ”一 wz (11.6.5) 
Cu; + C, fa; 一 wy Wz 0 


将 式 (11.6.4) 展开 后 , 得 到 陀螺 体 的 欧 拉 方 程 
Öna + wy fas — os Ry = —C=1 [Aws + (C — B)uyu;] (11.6.6a) 


fay + os faz -wap = —C=1 [Büy + (A — C) wwz] (11.6.6b) 
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ÜR, + wa fry — oy QR z = —Cx! [Cis + (B — A)wzwy] (11.6.6c) 
对 于 预先 设计 的 主 刚体 容 态 运动 规律 o; (t), ov (t), w(t), 原则 上 可 从 方程 组 
(11.6.4) 解 出 各 转子 的 转动 规律 Qa, (t), Ny (t), Qa, (t) 以 实现 卫星 预定 的 姿态 
运动 . 在 实施 过 程 中 还 必须 依靠 控制 系统 保证 控制 过 程 的 稳定 性 . 

11.6.2 ”四 元 数 描述 的 陀螺 体 动力 学 方程 


一 般 情况 下 , 卫星 的 姿态 运动 为 不 受 限制 的 大 幅度 运动 . 为 避免 在 运算 过 程 中 
出 现 角度 坐标 的 奇异 值 , 必须 利用 1.3 节 中 叙述 的 有 限 转动 四 元 数 表 示 刚 体 的 姿态 . 
为 此 将 主 刚体 角速度 w 改 为 用 4 阶 列 阵 表示 


w= ( 0 wz Wy wz ) 
利用 式 (1.3.25), 将 w 的 四 元 数 表 达 写 作 


P. 
(11.6.7) 


e= LÀ (11.6.8) 
RP 4 为 四 元 数 的 投影 列 阵 , L 为 4 阶 方 阵 , 定义 为 
ào À -M A s 
A= f , L=2 > a 5 a (11.6.9) 
As À -a A 3 
将 陀螺 体 的 动力 学 方程 (11.6.4) 以 式 (11.6.3) 代入 后 , 改写 为 
Jo= Hwtu (11.6.10) 
其 中 u 为 转子 的 惯性 力矩 , 即 起 控制 作用 的 转子 作用 于 主 刚体 的 力矩 
u=-C, (2, £ an) (11.6.11) 
HR (11.6.8) 代入 方程 (11.6.10), 两 边 同 乘 J7, 导出 
w= (ELA + u) (11.6.12) 
定义 以 下 4 阶 矩 阵 
1 0 0 0 0 0 
| 
0 0 0 C 0 —H H. 0 us 


(11.6.13) 
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对 式 (11.6.8) RX, 得 到 
和 = 工 -lw 


再 对 t 求 导 , 得 到 
Ä=i`w+L o 


将 式 (11.6.8), (11.6.12) RAER, 化 作 
A=L LA+L I (ÄLA+u) 
将 上 式 两 边 左 乘 LTJL, 导出 四 元 数 形式 的 陀螺 体 姿 态 动力 学 方程 
BA+C*A= LTu 


各 矩阵 定义 为 
B*=L"JL, © = 一 IT (JLi + B)L 


其 中 B* 为 对 称 阵 , 还 可 证 明 B — 2C" 为 反对 称 阵 . 证 明 如 下 : 
将 LL = E 两 边 对 t 求 导 , EA 4 阶 单位 阵 , 导出 


L=-Li L 
将 式 (11.6.18) 代入 B” — 2C*, 且 将 式 (11.6.19) RA, 得 到 
B`-2C*'= L IL -LIL+2LTHL 
将 上 式 转 置 , 考虑 J 的 对 称 性 和 H 的 反对 称 性 , 得 到 
人 (全 20°)" =LTJE- LIL -2LTHL 
上 式 与 式 (11.6.20) 仅 相 差 负 号 , 证 明 B° — 2C* 为 反对 称 阵 . 
11.6.3 ”姿态 控制 规律 


(11.6.14) 


(11.6.15) 


(11.6.16) 


(11.6.17) 


(11.6.18) 


(11.6.19) 


(11.6.20) 


(11.6.21) 


设 要 求 卫星 实现 以 四 元 数 期 望 值 AO 表示 的 预定 姿态 , 转子 对 主 刚体 作用 力 


矩 的 控制 规律 设计 为 


w=-L [Ki (A- 49) + x, (A - 2)] 


(11.6.22) 


其 中 Ki, K> 均 为 正定 对 称 阵 . 若 要 求 卫星 的 期 望 察 态 为 稳 态 , WAO 为 零 . 应 用 


李 雅 普 诺 夫 直 接 方法 可 以 证 明 此 控制 规律 能 保证 系统 的 渐 近 稳定 性 . 
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构造 以 下 正定 函数 为 李 雅 普 诺 夫 函数 


= 3 [ze +(4- A)” K, (4- 4o)] (11.6.23) 


将 上 式 对 上 求 导 , 考虑 B* 和 K, 的 对 称 性 , 令 A0 = 0, 得 到 
Z= A BA+ 347B'A +ÀT K, (A = A®) (11.6.24) 
将 受 扰 运动 方程 (11.6.17) 和 控制 规律 (11.6.22) RAER, 化 作 
Y=—A K.A + z4 (B"— 2C") À (11.6.25) 
由 于 B` - 2C* 为 反对 称 , 上 式 右 边 的 第 二 项 为 零 , 简化 为 
Y=—A Kå (11.6.26) 


Ý 为 负 定 函数 . 根据 李 雅 普 诺 夫 定理 , 未 扰 运动 对 于 变量 4 为 渐 近 稳定 . 当 4 渐 
近 地 趋 近 于 零 且 停留 在 零 值 时 , 必 有 4 = 0, 由 式 (11.6.16), (11.6.22) 推 知 


A= L-lJ-lu=-L-lJ-1lK,(A — AQ) = 0 (11.6.27) 


从 而 证 明 4 渐 近 地 收敛 于 期 望 值 AO. 
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在 水 平面 上 旋转 滚动 的 刚体 动力 学 问题 是 一 个 可 追溯 到 达 朗 贝尔 、 欧 拉 和 泊 
松 的 古老 经 典 力学 问题 . 与 前 述 各 章 不 同 , 平面 上 滚动 陀螺 绕 质 心 的 转动 与 质心 运 
动 之 间 存 在 耦合 . 1904 年 盖 洛 普 (Gallop) 首先 注意 到 滑动 摩擦 对 陀螺 运动 的 影响 ， 
1950 年 格 菜 要 对 陀螺 运动 的 分 析 考 虑 了 摩擦 因素 , 但 不 恰当 地 利用 进 动 理论 分 析 
而 得 出 错误 结论 . 早 在 19 世纪 末 , 一 种 称 为 tip-top 的 玩具 陀螺 在 旋转 时 突然 翻转 
使 重心 自行 升 高 的 现象 以 及 称 为 凯 尔 特 石 的 非 对 称 刚体 在 旋转 中 向 后 倒退 的 现象 
曾 引 起 物理 学 界 的 浓厚 兴趣 . 这 种 奇特 现象 的 产生 均 来 源 于 摩擦 力 的 推动 . 1963 年 
康 坦 苏 (P. Contensou) 认为 旋转 刚体 与 接触 平面 之 间 摩 擦 力 的 平均 效果 满足 与 滑 
动 速度 成 比例 的 线性 规律 . 1974 年 马 格 努 斯 应 用 线性 摩擦 规律 分 析 翻 身 陀螺 和 凯 
尔 特 石 的 稳定 性 . 1977 年 科恩 (R.J. Cohen) 和 1978 年 凯 恩 (T.R. Kane) 等 基于 库 
仓 摩 之 的 非 线性 规律 , 对 刚体 的 滚动 过 程 作 了 数值 仿真 计算 . 本 章 首先 讨论 陀螺 在 
微 粗糙 平面 上 的 运动 ， 以 平面 绝对 光滑 作为 零 次 近似 计算 库仑 摩擦 力 ， 用 于 解释 翻 
身 陀螺 现象 . 对 于 平面 上 旋转 的 充 液 陀螺 的 讨论 则 采用 线性 摩擦 规律 , 最 后 基于 纯 
滚动 假定 分 析 非 轴 对 称 刚体 在 粗 料 平 面 上 旋转 时 出 现 的 特殊 现象 . 


121 陀螺 在 光滑 平面 上 的 运动 


12.1.1 ”陀螺 绕 极 轴 旋 转 的 稳定 性 


与 上 一 章 讨论 的 自 旋 卫 星 类 似 , 在 平面 上 旋转 的 陀螺 也 不 存在 固定 点 . 除 光 滑 
平面 可 解 看 的 特殊 情形 以 外 , 一 般 情况 下 , 刚体 的 质心 运动 与 绕 质心 的 转动 存在 耦 
E. 设 刚体 为 轴 对 称 体 , 在 P 点 处 与 光滑 平面 接触 且 绕 极 轴 旋 转 . 接触 点 附近 的 刚 
体 表面 为 球面 , 半径 为 7, 球面 的 中 心 O 和 刚体 的 质心 O. 均 在 极 轴 上 . 以 质心 O. 
为 原点 建立 参考 坐标 系 (O; — En), C 轴 沿 地 垂 线 向 上 , &,7 轴 指 向 水 平面 内 的 确 
定 方向 . 不 计 地 球 的 旋转 效应 且 忽 略 O. 点 的 加 速度 时 , 可 认为 (O, - Ent) 为 惯性 
坐标 系 ( 见 图 12.1). 应 用 与 11.5.1 节 相 同 的 欧 拉 角 确定 陀螺 受 扰 后 的 位 置 ( 见 图 
11.24), 各 坐标 系 之 间 的 关系 为 


Y 9 2 
(Oc— En) 一 (Oc—zoozo) 一 (0 一 zyz] 一 (Oc— znunzn) 
Ç, zo Zo, T Z, ZR 
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图 12.1 “平面 上 绕 极 轴 旋 转 的 陀螺 


将 O 点 和 P 点 相对 质心 O. 的 矢 径 分 别 记 作 1 和 r, P 点 相对 O 点 的 矢 径 
A r, 则 re =1+r. hh="7 十 1 为 极 轴 垂 直 时 的 最 大 质心 高 度 . 极 轴 的 稳 态 运动 为 绕 
极 轴 的 永久 转动 , 如 2.4.5 节 所 述 . 设 受 扰 后 极 轴 仍 在 地 垂 线 附近 , ó 为 小 量 . 在 以 
下 推导 中 仅 保留 6 及 其 导数 的 一 次 项 . re 在 (O; — zyz) 中 的 投影 式 为 


Te = —rúj — hk (12.1.1) 
利用 式 (2.4.1) 写 出 刚体 的 角速度 w 相对 (O; — zyz) 的 投影 式 
w= ġi + ýðj +wzk (12.1.2) 
其 中 o, = ú + ë. 刚体 相对 质心 O. DEEA 
H=A(ði+ $0;) +Cu,k (12.1.3) 


其 中 4,C 为 刚体 对 质心 O. 的 赤道 惯性 矩 和 极 惯 性 矩 . 由 于 光滑 地 面 无 摩擦 力 , 质 
心 无 水 平 加 速度 . 极 轴 在 垂直 轴 附 近 时 , 垂直 速度 和 垂直 加 速度 均 为 及 其 导数 的 
二 阶 微量 而 忽略 . 因此 如 质心 O. 在 初始 时 刻 静 止 , 质心 速度 vo 在 (O — ryz) 中 的 

投影 voz, voy, voz 均 保 持 为 零 . 
由 于 垂直 加 速度 忽略 不 计 , 地 面 的 法 向 约束 力 N 与 重力 平衡 . 设 m 为 刚体 的 

质量 , 则 有 

N = —mg = mg (ðj + k) (12.1.4) 

约束 力 N 对 O, 点 的 力矩 为 
M =r. x N = mglði (12.1.5) 


(O, — zyz) 坐标 系 的 角速度 为 
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Qn =ġi + Ü (Vj + k) (12.1.6) 
将 (12.1.3), (12.1.5), (12.1.6) 等 式 代入 对 质心 的 动量 矩 定理 (2.2.23), 其 沿 z 轴 的 投 
影 式 有 初 积分 


wz = wo (12.1.7) 
将 少 记 作 0, 沿 z,y 轴 的 投影 式 为 
AÑ — (AN? — CwoN + mgl) 9 = 0 (12.1.8a) 
Af + (2AN — Cwo)d = 0 (12.1.8b) 
存在 9 和 Q 的 常 值 特 解 , 对 应 于 刚体 的 稳 态 运动 . 6 不 为 零 时 , 特 解 Q 应 满足 
AR? — CoN + mgl = 0 (12.1.9) 


如 2.4.4 节 所 作 的 分 析 , Q 的 实数 解 条 件 为 陀螺 转速 wo 大 于 临界 值 wo,cr, 即 
wo'cr = 2 Amgl (12.1.10) 


如 陀螺 转速 wo 足够 大 , wo > wo'cr, 仅 保留 (wo,cr/uo) 的 一 次 项 时 , 从 式 (12.1.9) 解 
出 2 的 如 式 (2.4.28) 所 示 的 两 个 实 根 


m= 型 ， m= = (12.1.11) 
此 结果 也 可 近似 忽略 式 (12.1.9) 的 第 一 项 (E 0 < 1) 或 第 三 项 ( 若 Q > 1) 直接 


得 到 . 

以 上 分 析 表 明 , 陀螺 的 稳 态 运动 为 极 轴 以 相对 垂直 轴 的 常 值 偏 角 6 和 常 值 角 
速度 Q 进 动 , 即 2.4.4 节 中 令 述 的 拉 格 朗 日 刚体 的 受 迫 规则 进 动 . 区 别 仅 在 于 对 定 
点 的 主 惯 性 矩 A, C 改 为 对 质心 的 主 惯性 矩 , 质心 与 定点 的 距离 ! 改 为 质心 与 接触 
表面 球 心 的 距离 . 

12.1.2 ”陀螺 绕 赤 道 轴 旋 转 的 稳定 性 

设 轴 对 称 刚体 的 极 轴 处 于 水 平 位 置 , 绕 直 立 的 赤道 轴 旋 转 . 设 过 陀螺 与 地 面 接 
触 点 已 的 横 截面 与 极 轴 的 交点 与 陀螺 的 质心 O. 重合 , P 点 处 的 子午 线 曲 率 中 心 
O 位 于 此 横 截面 内 (图 12.2). 受 扰 后 赤道 轴 仍 在 垂直 轴 附 近 , 定义 y 为 章 动 角 3 
偏离 r/2 的 角度 

0=x/2+y (12.1.12) 


7 为 小 量 , 仅 保留 其 一 次 项 . 刚体 的 角速度 公式 应 改 为 


e = i + Új +u;k (12.1.13) 
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图 12.2 “平面 上 绕 赤道 轴 旋 转 的 陀螺 
其 中 刚体 绕 极 轴 的 角速度 为 
e, = ó — Yy (12.1.14) 
(O, — zyz) 坐标 系 的 角速度 改 为 
wi = %š + É (g — yk) (12.1.15) 
设 r 为 受 扰 后 接触 点 已 处 子午 线 的 曲率 半径 , 1 为 O, 至 O 点 的 距离 , 疡 = r +1 为 


极 轴 水 平时 的 最 大 质心 高 度 , 即 赤 道 圆 的 半径 . 仍 沿用 以 上 定义 的 1, ro r 等 符号 ， 
其 中 re 在 (O. - zyz) 中 的 投影 式 为 


rc=—hi+ryk (12.1.16) 
HERRAR (12.1.5) 计算 约束 力 N 对 O, 点 的 矩 , 得 到 
M = r. x N = mglyi (12.1.17) 


将 (12.1.13), (12.1.15), (12.1.17) 等 式 代 入 动量 矩 定理 (2.2.27), 其 沿 极 轴 的 投影 式 
也 存在 初 积 分 (12.1.7). 将 区 记 作 Q, 导出 沿 z,y 轴 的 投影 式 


Ay + (AR? — mgl) y + Cuo = 0 (12.1.18a) 
Af -Cuojy = 0 (12.1.18b) 

也 存在 7 和 Q 的 常 值 特 解 , 满足 
AYN? + Cuo2 — mgly = 0 (12.1.19) 


即 特殊 形式 的 受 迫 规则 进 动 . 近似 忽略 上 式 第 一 项 (E N < 1) 或 第 三 项 ( 若 0 > 
1), 得 到 慢 进 动 和 快 进 动 的 近似 值 

mgly Cw 

= Ta’ M= 2 


== (12.1.20) 
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122 ”陀螺 在 微 粗糙 平面 上 的 运动 


12.2.1 ” 微 粗糙 平面 上 的 滑动 摩擦 


对 于 在 粗糙 平面 上 滚动 的 刚体 , 必须 考虑 接触 点 P 处 的 地 面 摩擦 力 F. 依据 
库仑 定律 , F 沿 滑动 速度 的 反方 向 , 与 正 压力 N 成 正比 


下 = -AN (°) (12.2.1) 
其 中 /为 动 摩擦 因数 , 一 般 情 况 下 为 滑动 速度 v 的 函数 
p=elf ol (12.2.2) 
设 质心 O, 以 uç 速度 运动 , P 点 的 滑动 速度 v 为 
u= o +u x re (12.2.3) 
将 式 (12.1.1), (12.1.2) 代入 后 , 导出 
v = [we + (war — jh) 0] i + (vey +h) j + vesk (12.2.4) 


在 上 节 对 于 光滑 平面 的 分 析 结果 中 , w = wo 和 N = mg 不 受 摩擦 力 的 影响 . 应 用 
逐次 近似 方法 , 将 = = 0, 即 光 滑 平面 的 分 析 结果 : 包 = N, Ó = 0, <= = Vey = Vez = 0 
作为 零 次 近似 , RAR (12.2.4) 计算 滑动 速度 v 在 (O - zyz) 中 的 投影 , 得 到 


vz = (wor — Nh) V, vy =v: =0 (12.2.5) 


利用 式 (12.1.9) 消去 wo, 将 u, 化 作 


s| = EEM p- Atul- p) (12.2.6) 


其 中 4 = C/A 为 惯性 矩 比 , 量 纲 为 一 的 参数 p 和 上 定义 为 
p=; k= (12.2.7) 
将 式 (12.2.5) RAR (12.2.1) 计算 摩擦 力 FF, 令 v = |u,|, 得 到 


F = —emg |f (v)|signvzi (12.2.8) 
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12.2.2 ”陀螺 在 微 粗糙 平面 上 的 自 旋 稳 定性 
利用 式 (12.1.1) 和 (12.1.18) 计算 摩擦 力 对 O. 点 的 力矩 Mj 


My; = r< x F = emgh |f (v)|signvzj (12.2.9) 


摩擦 力矩 的 加 入 使 刚体 的 运动 不 同 于 光滑 平面 情形 的 规则 进 动 . 对 于 < 充分 小 的 
微 粗粮 平面 , 相对 微弱 的 摩擦 力矩 可 视 为 对 规则 进 动 的 扰动 . 可 以 认为 , 在 较 短 时 
间 间 隔 内 刚体 的 运动 仍 遵循 规则 进 动 规律 , 但 对 较 长 的 时 间 过 程 , 除 wz 维持 常 值 
wo 不 变 以 外 , 6 和 9 可 能 缓慢 摄 动 . 在 动量 矩 定 理 (2.2.27) 中 增加 摩擦 力矩 Mj， 
$ A Q 表示 , 导出 
Aó — (ARN? — Cuof2 + mgl) ó = 0 (12.2.10a) 
AÑO + (2AQ — Cw) Š = emgh |f (v)|signvz (12.2.10b) 


将 < 视 为 小 参数 , 引入 尺度 缩小 的 时 间 变量 r = et, 9 和 Q 均 视 为 7 的 函数 . 此 方 
程 组 化 作 


Ae? — (AN? — CwoN + mgl) ó = 0 (12.2.11a) - 


E 2 + (2AN — Cwo) å] = emgh |f (v)|signvz (12.2.11b) 


其 中 的 点 号 改定 义 为 相对 r 的 导数 符号 . 在 = 的 一 次 项 精度 前 提 下 , 方程 (12.2.11a) 
导致 与 (12.1.9) 相同 的 关系 式 , 2 仍 为 常 值 . 实际 观察 表明 , 极 轴 在 垂直 轴 附 近 的 
进 动 为 快 进 动 . 将 式 (12.2.1) 中 的 Q = Cwo/4 代入 方程 (12.2.11b), 令 2 =0, 消去 
两 边 的 e, 化 作 

ó= zn |f (o)| signu; (12.2.12) 


刚体 绕 直立 的 极 轴 永 久 转 动 的 稳定 性 可 根据 ó A ? 为 同 号 或 异 号 确定 . 利用 
式 (12.2.6) 可 作出 以 下 判断 


p—-A+p(1—p) <0 。 渐进 稳定 (12.2.13) 
> 不 稳定 
此 判 据 与 摩擦 规律 f (o) 无 关 . 在 (4,p) 参数 平面 上 以 直线 p = 1 和 .4 = p 划分 为 
4 个 区 域 Di (i = 1,2,3,4) ( 见 图 12.3): 


Di 区 : A>p>1 
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D2 区 : A<p<1 
Ds 区 : p>1, p>4 
Ds 区 : p<l, p< À 


t 2 
4— 


图 12.3 (4,p) 参数 平面 上 的 稳定 域 


Di 区 和 Ds 区 内 陀螺 质心 低 于 底部 曲率 中 心 , D 区 和 Da 区 内 陀螺 质心 高 于 底部 
曲率 中 心 . 其 中 D, 为 渐 近 稳定 区 , Da 为 不 稳定 区 , Ds, D+ 区 内 陀螺 的 稳定 性 不 仅 
与 外 形 和 质量 几何 有 关 , 而 且 取 决 于 进 动 角速度 Q. Ds 区 内 的 稳定 性 条 件 为 


a < Ner 渐进 稳定 


(12.2.14) 
> flr 不 稳定 


Da 区 内 的 稳定 性 条 件 恰好 相反 


人 (12.2.15) 
> Ver ”渐进 稳定 


F Hue tsk 
oer = be (12.2.16) 


上 述 判 据 表明 ， 陀 螺 的 稳定 性 取决 于 底部 曲率 半径 和 质心 的 相对 位 置 . 质心 
低 于 底部 曲率 中 心 的 陀螺 ,一般 情况 下 其 绕 直立 轴 的 永久 转动 稳定 (图 12.4(a)). 
但 如 底部 曲率 半径 过 大 或 质心 过 低 ,， 则 转速 过 快 超过 临界 值 时 可 丧失 稳定 性 (图 
12.4(b)). 例如 , 在 桌面 上 快速 拾 转 一 只 图 钉 或 围棋 子 , 可 观察 到 突然 跃 起 的 失 稳 现 
象 . 相反 , 如 陀螺 的 质心 高 于 底部 曲率 中 心 , 其 绕 直立 轴 的 永久 转动 一 般 不 稳定 (图 
12.4(c)), 但 如 底部 曲率 半径 过 小 或 质心 过 高 , 当 转 速 升 高 到 超过 临界 值 时 可 转 为 稳 
定 (图 12.4(d)). 尖端 触 地 的 拉 格 朗 日 陀螺 的 稳定 性 即 符合 此 规律 . 


A 的 临界 值 Ror 定义 为 
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(e) ® (g) (h) 
图 12.4 “各 种 不 同 外 形 的 陀螺 


12.2.3 ”翻身 陀螺 


翻身 陀螺 是 由 截 头 球体 和 细 柄 构成 的 轴 对 称 刚 体 , 两 端 为 不 同 半径 的 大 小 球 
面 . 钝 端的 球面 半径 r, 远大 于 细 柄 端 部 的 曲率 半径 ra. 陀螺 的 质心 O. 与 两 个 球 
面 的 球 心 O01 和 O; 均 不 重合 . 当 陀螺 的 短 柄 朝 上 , 钝 端 与 地 面 接触 时 , 重心 在 球 心 
的 下 方 , 陀螺 处 于 静态 稳定 (图 12.4(e)). 此 状态 当 陀螺 缓慢 旋转 时 仍 可 继续 保持 . 
但 快速 旋转 时 钝 端 接触 可 由 稳定 转 为 不 稳定 , 陀螺 突然 翻转 为 柄 端 向 下 着 地 的 状态 
继续 旋转 (图 12.4(f)). 翻身 后 的 陀螺 重心 高 度 上 升 , 势能 随 之 上 升 , 这 种 奇特 现象 
曾 引起 物理 学 界 的 巨大 兴趣 O. 根据 上 节 的 结论 , 陀螺 的 钝 端 接触 与 尖端 接触 分 别 
属于 图 12.4 中 的 Ds 区 和 Ds 区 , 当 转 速 超过 临界 转速 时 Ds 区 不 稳定 而 Da 区 稳 
定 . 因此 应 用 稳定 性 判 据 (12.2.13) 即 可 对 此 现象 作出 解释 . 

为 从 物理 概念 出 发 解释 翻身 陀螺 的 力学 原理 , 先 观察 一 个 在 绝对 光滑 平面 上 绕 
垂直 的 极 轴 旋 转 的 陀螺 运动 . 由 于 无 水 平 力 作用 , 陀螺 的 质心 O. 保持 在 同一 垂直 
轴 上 . 在 球形 底面 与 地 面 接触 点 P 处 作用 的 法 向 约束 力 与 重力 共 线 , 不 构成 对 质 
心 的 力矩 . 陀螺 匀速 旋转 且 保持 旋转 轴 的 方位 不 变 . 极 轴 z, 角速度 w 和 相对 质心 
KIRE H 均 与 垂直 轴 ¿ 一 致 

若 陀螺 受到 扰动 以 致 极 轴 偏 离 垂 直 轴 , 则 角速度 矢量 和 动量 矩 矢量 均 与 极 轴 不 
共 线 而 产生 章 动 . 在 章 动 过 程 中 , 由 于 过 P 点 的 垂 线 不 通过 质心 O-, 重力 与 法 向 约 
束 力 构成 的 力 偶 引 起 陀螺 进 动 . 但 在 短暂 时 间 内 , 进 动 造成 的 动量 矩 矢量 的 角 位 移 
很 小 , 可 以 近似 地 认为 角速度 矢量 和 动量 矩 矢量 仍 接近 垂直 轴 位置 . 将 短 柄 朝 上 大 
球面 触 地 的 状态 作为 状态 1( 图 12.5), 短 柄 朝 下 触 地 的 状态 作为 状态 2( 图 12.6). 当 
陀螺 绕 zo 轴 偏 转 3 角 时 , 由 于 状态 1 中 大 球面 的 球 心 O, 在 陀螺 质心 的 上 方 , P 

@ 翻身 陀螺 (tip top) 为 20 世纪 50 年 代 丹麦 人 奥 斯 特 伯 格 (@stberg) 发 明 的 玩具 ， 曾 引起 物理 学 
界 对 其 力学 原理 的 讨论 热潮 . 除 个 别 观点 错误 地 认为 此 现象 由 质量 分 布 不 对 称 引 起 , 多数 观点 认为 摩擦 是 引 


起 陀螺 翻身 现象 的 根本 原因 . 1973 年 马 格 努 斯 应 用 线性 摩擦 规律 作出 较 严格 的 分 析 . 1978 年 遍 恩 等 考 虚 库 
仓 摩 擦 的 非 线性 , 用 数值 方法 再 现 了 陀螺 的 翻身 过 程 . 
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点 向 5 轴 的 左 方 偏 移 , 且 由 于 陀螺 的 旋转 而 产生 滑动 , 滑动 速度 从 纸 面向 外 .而 在 
状态 2 中 , 小 球面 的 球 心 02 在 陀螺 质心 的 下 方 , P 点 向 〈 轴 的 右 方 偏 移 , 滑动 速 
度 相 反 . 


图 12.6 陀螺 的 状态 2 
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将 上 述 平面 绝对 光滑 作为 零 次 近似 , 讨论 由 此 产生 的 摩擦 力 对 陀螺 运动 的 影 ， 

响 . 在 状态 1 中 , 摩擦 力 的 方向 指向 纸 面 , 对 质心 产生 向 右 的 力矩 . 状态 2 则 相反 ， 
摩擦 力 对 质心 产生 向 左 的 力矩 . 将 极 轴 z 与 《 轴 构 成 的 平面 , 即 (yo, zo) 坐标 面 记 
作 T. TT 平面 与 陀螺 同步 转动 , 摩擦 力 矩 的 方向 亦 随同 转动 . 根据 动量 矩 定理 , BE 
擦 力矩 Mt 应 等 于 动量 矩 H 的 变化 率 . 为 此 陀螺 极 轴 z 与 《 轴 的 夹 角 9 必须 变 
化 , 所 产生 的 角速度 少 导 致 动量 矩 增 量 AH, 使 得 在 平面 转动 过 程 中 , 动量 矩 增 
量 AH 的 矢 端 速 度 与 摩擦 力矩 M: 相等 . 从 图 12.8 可 以 清楚 地 看 出 , 向 右 的 摩擦 
力矩 M: 要 求 动量 矩 增 量 AH 沿 zo 轴 , 向 左 的 摩擦 力矩 Mt 要 求 AH W zo 轴 
的 负 方 向 . 因此 状态 1 的 章 动 角 必须 增 大 , 极 轴 向 地 面 趋 近 ; 状态 2 的 章 动 角 必 须 
减 小 , 极 轴 向 垂直 轴 趋 近 (图 12.7). 从 而 证 明 , 大 球面 触 地 的 状态 1 不 稳定 , 短 柄 
触 地 的 状态 2 稳定 . 此 即 陀螺 出 现 翻 转 现象 的 物理 原因 . 


x 
(a) 状态 1 (b) 状态 2 


图 12.7 ”附加 动量 矩 AH 的 矢 端 轨迹 


12.2.4 ” 绕 赤道 轴 旋转 的 陀螺 


对 于 在 微 粗糙 平面 上 绕 赤道 轴 旋 转 的 陀螺 , 利用 式 (12.1.13), (12.1.16) 计算 P 
点 的 滑动 速度 v 
V = (Ves +wzh + (ry) š$ — (vez + hy) k (12.2.17) 


代入 式 (12.2.1) 计算 摩擦 力 F. 
F = —emg |f (v)| [(v=/v) š + (vz/v) k] (12.2.18) 
代入 式 (12.2.9) 计算 摩擦 力 对 O. 点 的 力矩 Me 


Ms = emgh |f (v)| [(vz/v) i — (uz /u) (ryj + hk)] (12.2.19) 
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在 动量 矩 定理 (2.2.27) 中 增加 摩擦 力矩 Mi, 导出 动力 学 方程 


Añ + (AR? — mgl) y + Co; Q = emgh |f (v)| (vz/v) (12.2.20a) 
A — Cu,y = 0 (12.2.20b) 
Co, = —emgh |f (v)| (vz/v) (12.2.20c) 


引入 尺度 缩小 的 时 间 变 量 r = et, 9 和 0 均 视 为 r 的 函数 ，e = 0 时 ， 从 方程 
(12.2.20a) 导出 
AYN? + Co, Q — mgly = 0 (12.2.21) 
即 式 (12.1.19) ARRIRA BB H WREAUN, 其 中 wz 的 零 次 近似 为 wo. 
设 质心 速度 的 零 次 近似 为 零 , 令 式 (12.2.17) 中 vos = voz = 0, + = 0, 滑动 速度 
v 的 一 次 近似 值 为 
wz 一 (wz 二 2r7)3， vy =v: = 0 (12.2.22) 
从 式 (12.2.21) 解 出 wz RAR (12.2.22), vz 化 作 
vz = Qhy[p — A+p(1—p)] (12.2.23) 


其 中 p 的 定义 同 式 (12.2.7), A, u 的 定义 改 为 

A mgh 
=e k= om 
将 式 (12.2.21) 各 项 对 r 求 导 , 与 方程 (12.2.20b), (12.2.20c) 联 立 , 仅 保 留 =, y, ó 的 
一 次 项 , 导出 与 式 (12.2.12) 相似 的 摄 动 方程 


4 (12.2.24) 


了 = T (olsignos (12.2.25) 


对 于 刚体 绕 直立 的 赤道 轴 的 永久 转动 , 可 根据 + 和 y 为 同 号 或 异 号 判断 其 稳定 性 . 
将 式 (12.2.23) 代入 式 (12.2.25), 得 到 与 式 (12.2.13) 形式 相同 的 稳定 性 判 据 . 图 12.4 
所 划分 的 稳定 域 以 及 式 (12.2.14) 至 (12.2.16) 各 式 也 适用 于 绕 赤道 轴 旋 转 的 刚体 ， 
但 参数 A, u 必须 按照 式 (12.2.24) 的 定义 . 

绕 赤道 轴 旋转 的 硬币 或 戒指 (4 = 0.5, p < 1) 属于 区 域 Da, 超过 临界 转速 时 
稳定 . 熟 鸡蛋 绕 赤道 轴 旋 转 (4 = 1.5, p sz 2)( 图 12.4g) 和 绕 极 轴 旋 转 (4 = 0.7, p s 
0.6)( 图 12.4f) 分 别 属于 区 域 Ds 和 区 域 Ds, 超过 临界 转速 时 鸡蛋 绕 赤道 轴 的 旋转 
失 稳 , 可 从 侧面 接触 突然 路 起 为 尖端 接触 继续 绕 极 轴 稳 定 旋转 . 这 种 被 称 为 哥伦布 
蛋 的 有 趣 现象 可 由 此 得 到 理论 解释 . 
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123 ”平面 上 旋转 的 充 液 陀螺 


12.3.1 ”动力 学 方程 

设 轴 对 称 刚体 带 有 旋转 椭 球 形 腔 , 腔 内 充满 理想 液体 , 腔 的 对 称 轴 与 刚体 极 轴 
共 线 (图 12.8). 以 充 液 刚体 的 质心 O. 为 原点 , 建立 平 动 坐标 系 (O, — EnC), Ç 轴 沿 
地 垂 线 向 上 , 6,m 轴 与 水 平面 平行 . 改 用 3.2.1 节 定 义 的 卡尔 丹 角 a, B,p 代替 12.1 
节 使 用 的 欧 拉 角 确定 刚体 受 扰 后 位 置 ( 见 图 3.4). 转动 次 序 为 


a B ° 
(Oc En) 一 (Oc—zoyoz0) 一 (Oe-zyz) — (Oc— Zryrzr) 

,To yoy 2 ZR 
设 充 液 刚 体 在 微 粗糙 平面 上 的 稳 态 运动 为 绕 直立 的 极 轴 旋 转 , 受 扰 后 极 轴 仍 在 垂直 
轴 附 近 . 以 下 分 析 中 仅 保 留 a, 6 的 一 次 项 . 


图 12.8 ”平面 上 转动 的 充 液 陀螺 


设 旋转 椭 球 腔 的 赤道 半 轴 和 极 半 轴 分 别 为 a 和 c, À = c/a 为 半 轴 比 . 刚体 在 
P 点 处 与 平面 接触 , 接触 点 附近 椭 球 面 的 曲率 半径 为 ", 曲率 中 心 O 在 极 轴 上 , 与 
质心 O. 的 距离 为 l, 质心 的 最 大 高 度 为 h = r + 1. 根据 式 (10.1.32) 表示 的 椭 球 方 
程 


F(z,y,z)= X (2 +P) +22— 2 = 0 (12.3.1) 
P 点 相对 O, 的 矢 径 re 在 (O; — zyz) 中 的 投影 式 为 
r< = r (pi — aj) — hk (12.3.2) 


刚体 的 角速度 w 相对 (O; - zyz) 的 投影 式 为 
w= ài + j + ọk (12.3.3) 
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将 质心 速度 ve MR (12.3.3), (12.3.4) RAR (12.2.3), 计算 P 点 的 滑动 速度 在 
(O, - zyz) 中 的 投影 . 得 到 

uz = Ves — hÜ +rġa, vy = Vey + hå +rġß, u; = 0 (12.3.4) 

关于 旋转 刚体 与 接触 平面 之 间 的 摩擦 规律 ,1963 年 康 坦 苏 认为 高 速 旋转 物体 


的 接触 摩擦 不 同 于 通常 情况 下 的 库仑 摩擦 , 其 平均 效果 与 滑动 速度 成 比例 . 利用 此 
规律 代替 1.2 节 中 的 库仑 摩擦, 滑动 摩擦 力 可 写作 


五 = 一 ku (12.3.5) 
系数 k 取决 于 接触 面 的 物理 因素 . 法 向 约束 力 N = —mg 的 投影 式 为 
N = mg ((—Bš + oj + k) (12.3.6) 
外 力 N 和 下 对 O, 点 的 力矩 为 
M =r.x(N+F) (12.3.7) 
导出 M 在 (O; — zyz) 中 的 投影 
M: = mgla — khu, My = mglñ + khus, M, = 0 (12.3.8) 
充 液 刚体 的 总 动量 由 式 (10.2.28) 给 出 
H=J-w+ J- 0 (12.3.9) 


其 中 惯性 张 量 J 和 J' 的 定义 见 式 (10.2.8),(10.2.24). 利用 式 (10.4.2) 规定 的 惯性 
矩 符号 表示 充 液 刚体 相对 O. 的 动量 矩 , 得 到 


H = (46 二 4200) (48 + A) j+Cọk (12.3.10) 
设 wi 为 动 坐标 系 (O; — zyz) 的 角速度 
oi = &i + Bj (12.3.11) 


将 (12.3.7), (12.3.10), (12.3.11) 等 式 代入 动量 矩 定理 (2.2.27), 其 沿 z 轴 的 投影 式 有 
初 积分 
é =w (12.3.12) 


引入 量 纲 为 一 的 时 间 7 = wot, 仍 保留 原来 的 速度 , 角速度 和 求 导 符号 . 定义 以 下 量 
纲 为 一 的 参数 


Ë / mgl kh? k 
Y —, D= —, D = 一 一 12.3.13; 
Awo z mao ( ) 
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导出 沿 z 轴 和 y 轴 的 欧 拉 方程 
ë + Dà + AB — pa + pDB + (D/h) vey tris =0 02.3.14) 
Ë+ DÈ — Aà — uñ — pDa — (D/h) ves +79% = 0 
将 质心 速度 o 和 作用 力 F, N 投影 到 (O. — En), 代入 动量 定理 
me = N + F (12.3.15) 


得 到 质心 O; 沿 水 平面 运动 的 动力 学 方程 


teg + Dowofuce 一 hB+ra)=0 (2348) 
Ven + Dowo(ven + hå + r8) = 0 
其 中 vegs von 为 质心 速度 ve 沿 €, n 轴 的 投影 , 与 vez,vey 的 区 别 为 二 阶 微量 . 引入 
以 下 复 变量 
z=a+iß, w=, + ifl, u= (ue +iven)/h (12.3.17) 
方程 组 (12.3.14), (12.3.16) TEFA 8 388063. KERE P WAKE 3k y Es 
(10.4.19b) 与 之 联 立 , 以 量 纲 为 一 的 时 间 r = wot 为 自 变量 , 得 到 封闭 的 复数 方程 组 


z+(D-iA)z— (u +ipD)z-—iDu + y = 0 (12.3.18a) 

#-—ik+4b- iu =0 (12.3.18b) 

Do (iż + pz) + ü + Dou = 0 (12.3.18c) 
其 中 参数 r 的 定义 见 式 (10.3.37). 


对 于 光滑 平面 上 旋转 的 充 液 刚 体 , 令 方程 组 (12.3.18) 前 二 式 中 D = 0, 即 与 拉 
格 朗 日 情形 充 液 刚体 的 动力 学 方程 (10.4.38) 一 致 . 


12.3.2 ”稳定 性 分 析 


陀螺 极 轴 受 扰 后 如 保持 在 垂直 轴 附 近 做 周期 摆动 , 则 绕 垂直 轴 的 永久 转动 稳 
定 . 方程 组 (12.3.18) 的 周期 解 与 参数 空间 内 渐 近 稳定 与 不 稳定 之 间 的 临界 状态 相 
对 应 . 利用 以 下 形式 的 周期 解 


z = Zeler, w = Welior，u = Ue (12.3.19) 
代入 方程 组 (10.3.18), 导出 此 线性 系统 的 频率 方程 
o [yo? (1 — 0) + (o — T) (0? — Ao + n)] — i [Do70? (1 — o) 


(12.3.20) 
+Do (e — T) (0? — Ao + n) + Do (o — T) (0 — p)] = 0 
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此 方程 的 实 部 和 虚 部 应 分 别 为 零 , 将 二 等 式 之 差 与 之 联 立 , 得 到 
yo (1-0)+(0-T) (0? -Ao +u) =0 (12.3.21a) 
Do (o -T)(o-p)=0 (12.3.21b) 
在 D Z 0 条 件 下 , 方程 (12.3.23b) 存在 o 的 3 个 根 0, P,p， 分 别 将 其 代入 方程 


(12.3.21a), 其 中 o = 0 A o = 仅 存 在 于 T = 0( 球 形 腔 ) 或 r = 1( 无 限 细 长 腔 ) 
的 特殊 情况 . 将 oc = p RA, 引入 重新 定义 的 参数 u 


Ae a (z) (12.3.22) 
导出 稳定 域 边界 方程 
(P-T)[p-4+u(1- p) +y- p)=0 (12.3.23) 


作为 特例 , 令 上 式 中 y = 0, 等 号 改 为 不 等 号 , 即 得 到 与 12.2 节 中 基于 库仑 摩擦 规 
律 的 分 析 结果 (12.2.13) 形式 相同 的 稳定 性 判 据 


<0 ”渐进 稳定 
>0 不 稳定 


因此 基于 两 种 不 同 摩擦 规律 分 析 微 粗糙 平面 上 旋转 陀螺 的 稳定 性 , 可 得 出 相同 的 定 
性 结论 , 仅 参数 u 和 相应 的 转速 临界 值 存在 区 别 . 此 区 别 随 陀螺 与 球形 的 接近 程度 
而 减 小 , 如 为 球形 陀螺 , 则 两 种 结论 完全 相同 . 

如 忽略 摩擦 因素 , 令 方程 (12.3.20) 中 D = Do = 0, 即 化 作 拉 格 朗 日 情形 充 液 
刚体 的 频率 方程 (10.4.39) 及 相应 的 稳定 性 条 件 (10.4.41). 如 忽略 重力 矩 , 令 u = 0, 
则 转化 为 欧 拉 情形 充 液 刚 体 的 频率 方程 (10.4.22) 及 相应 的 稳定 性 条 件 (10.4.23). 

一 般 情况 下 , W p Z T, AR (12.3.23) 导出 稳定 性 条 件 


p—-A+p(l—p) (12.3.24) 


a(l- p) < (7,4,p) (12.3.25) 


其 中 函数 ë (y, 4,p) 为 


(hp)=A-p+yp (=) (12.3.26) 
在 (7, A, p) 三 维 参数 空间 内 , 利用 边界 曲线 1-p= 0 和 é (y, A, p) = 0 划分 为 4 个 
空间 域 Di (i = 1,2,3,4). 球形 腔 情形 ( = 0) 的 稳定 域 如 图 12.9 所 示 . 陀螺 的 运 
动 在 D, 区 内 为 渐 近 稳定 , D, 区 内 不 稳定 , 在 Ds 区 和 D, 区 内 陀螺 的 稳定 性 取决 
于 转速 wo. 
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图 12.9 (7, 4,p) 参数 空间 中 的 稳定 域 


DE: w s tsi pe (12.3.27a) 
. < wo,cr 不 稳定 
D4 区 : wo > wer 渐进 稳定 (12.3.27b) 


wo 的 临界 值 wo,cr 定义 为 


woer = J (z) (12.3.28) 


可 看 出 , 随 着 液体 成 分 的 增加 , 稳定 区 D: 和 不 稳定 区 D, 扩大 , 而 条 件 稳定 区 Ds 
和 D. 缩小 . 

10.4.2 节 中 对 开尔文 问题 的 理论 解释 仅 限于 无 力矩 条 件 . 如 针对 实际 的 实验 条 
件 , 必须 考虑 重力 和 摩擦 力 的 影响 . 忽略 系统 内 薄 壁 壳 体 的 质量 , 参数 y, A p 可 用 
椭 球 腔 的 半 轴 比 和 = c/a 表示 为 


2 
7=( 2 ) y pai l (12.3.29) 


IFA SFr’ NR 


充 液 薄 壁 球 过 为 = 1，7 = 4 = p = 1 的 特例 , 对 应 于 图 12.9 所 示 参 数 空间 中 的 
稳定 域 和 不 稳定 域 的 交界 点 S. 当 陀 螺 外 形 趋向 扁平 时 , 和 减 小 而 p, 4 增 大 , S 点 
向 区 域 D, 移动 , 运动 趋 于 稳定 . 相反 , 当 陀螺 外 形 趋向 细 长 时 ,3 点 向 区 域 D. 移 
动 , 运动 趋 于 不 稳定 . 从 而 证 明 , 即使 考虑 重力 和 摩擦 力 因素 , ERARE F 
稳定 性 的 临界 状态 . 关于 开尔文 问题 的 理论 解释 仍然 适用 . 此 结论 也 可 用 于 解释 生 
鸡蛋 绕 极 轴 旋 转 的 不 稳定 性 . 将 蛋 内 物质 视 为 理想 流体 , 且 忽 略 蛋 这 的 存在 , 各 参 
数 近似 取 作 y ~ 0.9,4 ~ 0.7, p ~ 0.5, 参数 空间 中 对 应 的 相 点 位 于 不 稳定 的 区 域 Do 
内 . 当 鸡 蛋 自 外 部 逐渐 向 内 凝固 时 , 随 着 液体 成 分 的 减少 , 参数 空间 内 的 Da 区 由 于 
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y 减 小 而 不 断 扩 大 , 相 点 逐渐 从 Da 区 转 入 Da 区 . 7 = 0 时 , 完全 凝固 的 熟 鸡蛋 满 
足 12.2.4 节 中 得 出 的 刚体 稳定 性 条 件 , 即 超过 临界 转速 时 绕 极 轴 的 旋转 稳定 . 


12.4 粗糙 平面 上 非 轴 对 称 刚体 的 运动 


12.4.1 ”动力 学 方程 


19 世纪 发 现 的 凯 尔 特 石 现象 曾 吸引 了 物理 学 界 的 浓厚 兴趣 , 大 量 研究 论文 和 
报告 的 发 表 未 能 停止 对 这 一 奇特 力学 现象 的 理论 探索 °. 所谓 凯 尔 特 石 是 一 个 接 
近 半 椭 球形 的 船形 刚体 , 其 底部 曲面 沿 纵向 和 横向 有 不 同 的 曲率 半径 , 重心 在 曲 
率 中 心 下 方 . 刚体 绕 垂直 轴 有 最 大 主 惯 性 矩 , 但 另外 两 个 惯性 主轴 与 底部 曲面 的 曲 
率 主轴 不 一 致 . 令 凯 尔 特 石 在 平面 上 绕 垂直 轴 旋 转 或 绕 水 平 轴 摆 动 , 可 观察 到 以 下 
现象 : 

现象 一 : 朝 某 个 特定 方向 推动 , 刚体 做 平稳 转动 . 但 朝 另 一 方向 推动 , 刚体 的 转 
动 伴随 剧烈 的 摆动 , 很 快 减速 , 停 转 , 并 倒退 朝 相反 方向 旋转 . 

现象 二 : 静止 的 刚体 受到 邑 击 产生 绕 水 平 轴 的 摆动 时 , 能 迅速 转变 为 绕 垂直 轴 
的 旋转 , 旋转 方向 取决 于 吨 击 点 的 位 置 . 

以 刚体 的 质心 Os 为 原点 建立 平 动 坐标 系 (O, — EnG), Ç 轴 沿 地 垂 线 向 上 , ,7 轴 
与 水 平面 平行 (图 12.10). 设 (Os— EnG) 5 ç 轴 转 过 5 角 的 位 置 为 (O。 - zoyozo), 绕 
zo 轴 转 过 a 角 的 位 置 为 (O. — z1y1z1), 8 y 转 过 8 角 与 刚体 底部 曲面 的 曲率 主轴 
坐标 系 (O. — zyz) EA, z 轴 沿 纵向 , y 轴 沿 横向 . 继续 绕 > 轴 顺 时 针 转 过 ó 角 后 的 
位 置 为 刚体 的 中 心 主轴 坐标 系 (O. 一 zpypzp)( 图 12.11). a,b, 为 表示 (Oc - zuz) 
姿态 的 卡尔 丹 角 , 但 不 同 于 12.3 节 的 转动 次 序 . 各 坐标 系 之 间 的 关系 为 


% a 
(Oc—én) 一 (Oc—zoozo) 一 (Oc— zunz) 
C, zo To, T1 


B -ő 
一 (O.- zyz) — (O. -— Tpypzp) 
vy Z, Zp 


设 刚体 的 稳 态 运 动 为 绕 5 轴 的 角速度 为 wo 的 匀速 转动 . 受 扰 后 刚体 绕 水 平 轴 作 
微 幅 摆动 . a, 8 为 无 限 小 量 , 仅 保留 其 一 次 项 , 则 %=wo. 刚体 角速度 w 在 (O.—zuz) 


(D 凯 尔 特 石 (Celtic stone) 的 得 名 源 于 19 世纪 考古 学 家 对 饥 尔 特 和 埃及 史前 石器 的 发 现 .也 称 为 抖 
退 石 (rattleback) 或 振动 石 (wobblestone). 凯 尔 特 石 的 理论 研究 始 于 1890 年 , 此 后 涌现 的 大 量 研究 论文 
提出 各 种 理论 解释 , 包括 将 桌面 视 为 理想 光滑 的 错误 解释 . 马 格 努 斯 (1971) 正确 指出 摩擦 力 的 关键 作用 , 利 
用 线性 摩擦 规律 作 了 分 析 . 前 苏联 学 者 着 重 研究 滚动 的 非 轴 对 称 刚体 的 稳定 性 . 凯 恩 (1981) 等 对 凯 尔 特 石 
的 运动 过 程 进行 了 数值 仿真 . 
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中 的 投影 为 


wz =å- wob, wy = Ü +u, wz = wo (12.4.1) 


图 12.10 平面 上 滚动 的 非 轴 对 称 刚体 


a 《为 


图 12.11 SERR 


设 刚体 的 质量 为 m, 相对 (O。 - zpypzp) 各 轴 的 主 惯性 矩 为 4o, Bo, Co, 满足 Co > 
Bo > Ao. 刚体 相对 (O; - zyz) 各 轴 的 惯性 矩 A, B,C 和 惯性 积 D 分 别 为 


A = Ao cos? ó + Bo sin? ô 
B = Aosin2 ó + Bo cos? ó (12.4.2) 
C =O, D = - (Bo — Ao) cos ôsin ô 


利用 动量 矩 计算 公式 (2.2.10), 刚体 相对 质心 O. 的 动量 矩 H 为 


H = (Ao) — Dua)i+(Bus — Dun) j + Cuok (12.4.3) 
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设 稳 态 运动 状态 下 z MEH, 刚体 与 平面 的 接触 点 Q 与 底部 曲面 的 曲率 中 心 01( 纵 
向 ) 和 O02( 横 向 ) 均 与 过 质心 的 主轴 z 共 线 . 受 扰 后 接触 点 移 至 P 处 , O, (i = 1,2) 
# O, 和 PP 点 的 矢 径 分 别 为 1, 和 r, G = 1,2), 其 中 rira 为 底部 曲面 的 纵向 和 模 
向 曲率 半径 , h = r, 一 li (i 二 1,2) 为 z 轴 垂 直 时 刚体 的 质心 高 度 . 设 刚体 质心 低 于 
底部 曲面 的 曲率 中 心 , 满足 ra > ri > h. 设 刚体 在 粗糙 平面 上 的 运动 为 纯 滚动 , 则 


QP= rpi- roj (12.4.4) 
P 点 相对 质心 O. 的 矢 径 re 为 
re =O,Q + QP= ribi — maj — hk (12.4.5) 
利用 P 点 的 滑动 速度 为 零 的 条 件 计算 受 扰 后 的 质心 速度 wc, 得 到 
Ve=—wxre= (ó °: wha) i (hå + wob) j (12.4.6) 
将 上 式 对 t 求 导 , 考虑 动 坐标 系 (O; — zyz) 的 牵连 角速度 w, 得 到 质心 加 速度 oc 
ò= (hë + uob2ó + whe) i- (hä — wbi + wĝha) j (12.4.7) 
P 点 处 的 法 向 约束 力 N 和 摩擦 力 F 可 根据 动量 定理 导出 , 得 到 
N=mgko, F = m (12.4.8) 


计算 外 力 对 质心 的 力矩 M = re x (N + F), 其 在 (O; — zyz) 中 的 投影 为 
M, = —mh [hä — ¿ob — (g + wlz) a] 


My = -mh 区 +wobzå — (g + wh) 8] (12.4.9) 
M,=0 
代入 动量 矩 定理 (2.2.27), 导出 非 轴 对 称 刚体 的 动力 学 方程 , 以 矩阵 形式 表示 为 
Mš + G+ Kz = 0 (12.4.10) 


PEEK 
== (5). Mef4 2), oc f° -GT x S -Dug 
pb -D B. G, 0 -Du Kı 
» = A+mh2, B. = B +mh?,Gi = (A + B — C + mhbi) wo 


Kı = mgl + (C — A+ mhl2)w3, K2 = mgl + (C — B + mhl) w8 
(12.4.11) 
FP b= ri- 2h (i=1,2). 
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12.4.2 ”旋转 刚体 的 摆动 稳定 性 
方程 组 (12.4.10) 的 特征 方程 为 


aos4 + a182 十 azs2 十 as3s 十 a4 = 0 (12.4.12) 


系数 ai(i=0,1,… ,4) 为 
ao = A,B. — D2, aí = Dwomh (r2 — r1) 
aa = A.Ks + B.K) + G1G2 — 2D?w8 (12.4.13) 
as = Dušmh (r2 — ri), a4 = Ki Ka — D?wé 


根据 劳 斯 - 赫 尔 维 茨 判 据 , 方程 组 (12.4.10) 零 解 的 渐 近 稳定 性 条 件 为 
a> 0 (=0… (12.4.14a) 
as (aya2 — aoas) — ataq > 0 (12.4.14b) 
由 于 D < 0, ra > ri, 车 wo < 0 W ar, as 为 正 值 , 式 (12.4.15a) 的 所 有 条 件 均 得 到 
满足 . 若 wo > 0, 则 a, as 为 负 值 , 摆动 必 不 稳定 . 从 而 证 明 , 粗糙 平面 上 非 轴 对 称 
刚体 的 不 同 旋转 方向 对 应 于 不 同 的 摆动 稳定 性 ， 顺 时 针 转 动 刚体 的 摆动 满足 渐 近 
稳定 的 必要 条 件 , 逆 时 针 转 动 刚体 必 伴随 幅度 不 断 增 大 的 剧烈 摆动 . 
12.4.3 ”刚体 摆动 引起 的 摩擦 力矩 
为 分 析 地 面 摩擦 力 对 刚体 运动 性 态 的 影响 , 将 不 旋转 刚体 的 摆动 规律 作为 零 次 
近似 , 计算 摩擦 力 及 力矩 . 令 方程 组 (12.4.10) 中 wo = 0, 简化 为 
A.ä — DË + mgla = 0 (12.4.15a) 
B.B — Dä + mgl>8 = 0 (12.4.15b) 


令 特征 方程 (12.4.12) 中 a, = as = 0, 特征 值 的 纯 虚 根 条 件 除 ui > 0 (¿= 0,2,4) 
恒 满 足以 外 , 另 一 条 件 亦 得 到 满足 


a2 — 4aoaa = m?g? [Ba — A.L)? + 4D?11| >0 (12.4.16) 

表明 不 旋转 刚体 的 受 扰 运动 为 等 幅 摆动 . 由 于 D? < AB., 仅 保 留 D2/ A.B, 的 一 

次 项 时 , 令 s = iv, 解 出 摆动 的 固有 角 频 率 v = v, (i = 1,2) 
_ mgl D? 

ARA h + A Bl L] 


az mgl ja D?h 
2 B. (B. — A.l2) 


(12.4.17) 
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设 摆动 角 的 幅 值 为 0, 摆动 轴 相 对 Oro 轴 的 倾角 为 w, 将 方程 组 (12.4.15) 的 解 写作 
aœ=9cosýsinvt, B=0sinysinvt (12.4.18) 


由 于 狭长 形 刚体 的 摆动 接近 于 绕 纵 轴 即 z 轴 进 行 ,根据 刚体 绕 纵 轴 摆 动 的 方程 
(12.4.15a) 和 对 应 的 角 频 率 v 计算 摆动 轴 倾 角 0, 由 于 接近 半 椭 球形 的 狭长 刚体 满 


足 B./A, > l/h, 导出 Di 


=——— <0 
了 .1 — A,l2 
表明 摆动 轴 位 于 (z,y) 坐标 面 的 第 2, 4 象限 , 即 最 小 惯性 矩 主轴 z, 轴 所 在 的 象限 . 
刚体 的 摆动 引起 P 点 处 的 切 向 摩擦 力 F = mi, 其 在 (O — zoyozo) 中 的 投影 
式 为 


tany (12.4.19) 


F = mh (Bio - ájo) (12.4.20) 


接触 点 P 相对 固定 点 Oo 的 矢 径 rp -OUP 为 


Tp = r2ßio 一 mia7o (12.4.21) 
摩擦 力 对 固定 点 Oo 的 力矩 M 为 a,6 的 二 次 微量 
M = rp x F = mh (raf — ro) ko (12.4.22) 


H (12.4.20), (12.4.21) RAR (12.4.22), 在 每 个 摆动 周期 内 平均 化 , 导出 摩擦 力 
拢 的 平均 值 


i” 1 a 
(M)= pr |Ë Md (vt) = mh (r2 — ri) 022 sin 24 (12.4.23) 


可 见 周 期 摆动 引起 的 摩擦 力矩 平均 值 不 为 零 , 其 方向 取决 于 p, 即 摆动 轴 在 (z, y) 坐 
标 面 内 的 方位 . 前 面 已 经 证 明 摆 动 轴 位 于 (z, v) 坐标 面 的 第 2, 4 象限 , 则 sin 2 < 0, 
即 (M) < 0. 摩擦 力矩 推动 刚体 产生 绕 垂直 轴 的 顺 时 针 方向 角 加 速度 ,从 而 解释 了 
即 击 静 止 刚 体 引起 的 摆动 转化 为 绕 垂 直 轴 转动 的 现象 . 逆 时 针 方向 旋转 的 刚体 在 顺 
时 针 方 向 摩擦 力矩 推动 下 必 将 减速 , 停 转 , 最 终 转变 为 顺 时 针 方 向 旋转 . 若 6 < 0, 
最 小 惯性 矩 主 轴 zp 位 于 (z,y) 坐标 面 的 第 1, 3 象限 , 则 上 述 过 程 相反 . 

以 上 分 析 对 凯 尔 特 石 现象 提供 了 简明 的 物理 解释 : 刚体 朝 特 定 方向 的 旋转 引 
起 剧烈 的 摆动 , 摆动 引起 的 摩擦 力矩 推动 刚体 改变 旋转 方向 产生 倒退 现象 . 
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在 陀螺 仪 测试 过 程 中 , 常 观察 到 与 进 动 和 章 动 等 规则 运动 相伴 随 的 无 规则 运 
动 . 传统 认为 ， 这 种 被 称 为 陀螺 仪 随机 漂移 的 现象 来 源 于 轴承 摩擦 、 气 体 介质 扰动 
等 外 界 随机 因素 . 由 于 非 线性 科学 在 20 世纪 内 取得 的 重大 进展 ， 人 类 对 混沌 现象 
的 认 知 逐渐 深入 . 混沌 理论 的 研究 表明 , 不 可 积 的 确定 性 系统 存在 对 于 初始 条 件 极 
端 敏感 的 内 裹 随机 性 , 框架 支承 的 自由 陀螺 仪 仅 在 轴承 为 理想 约束 , 质心 与 支承 中 
心 重合 , 转子 匀速 旋转 等 理想 条 件 下 ,其 运动 方程 方 为 可 积 . 而 理想 条 件 的 任何 微 
小 偏离 均 可 能 导致 混沌 运动 . 本 章 以 框架 陀螺 仪 由 于 驱动 的 周期 性 扰动 和 基 座 匀 速 
转动 等 因素 导致 的 混沌 运动 以 及 陀螺 体 在 转子 存在 偏心 情况 下 出 现 的 混沌 运动 为 
例 , 说 明 陀 螺 仪 的 随机 漂移 也 可 来 源 于 内 课 随 机 性 ,而 不 仅 是 外 在 随机 因素 作用 的 
结果 . 庞 加 菜 截 面 图 是 直观 地 识别 混沌 运动 的 几何 工具 . 对 于 低 维 动力 学 系统 , 还 
可 用 解析 方法 预测 混沌 的 发 生 . 使 用 塞 菜 - 安 道 耶 状态 变量 可 使 刚体 定点 运动 的 数 
学 模型 降 维 , 有 利于 解析 预测 . 解析 预测 方法 的 理论 根据 和 具体 计算 属于 非 线性 动 
力学 的 专门 问题 , 未 列 入 本 章 内 容 . 有 兴趣 的 读者 可 参阅 相关 的 文献 


13.1 混沌 运动 概述 


13.1.1 ”内 走 随 机 性 


陀螺 仪 是 遵循 牛顿 力学 基本 原理 的 确定 性 系统 , 其 运动 规律 由 刚体 的 动力 学 微 
分 方程 , 即 欧 拉 方程 完全 确定 . 初始 条 件 确定 以 后 , 微分 方程 的 唯一 解 完全 确定 陀 
螺 的 运动 进程 . 牛顿 力学 基本 原理 , 包括 陀螺 力学 在 内 , 其 正确 性 已 被 人 类 无 数 次 
实践 所 证 实 而 毋庸 置疑 . 在 陀螺 仪 的 测试 过 程 中 , 常 观 测 到 与 进 动 和 章 动 等 规则 运 
动 相伴 随 的 无 规则 运动 . 这 种 无 规则 的 随机 运动 称 为 陀螺 的 随机 漂移 . 通常 认为 随 
机 漂移 来 源 于 外 界 的 各 种 随机 因素 , 如 轴承 的 摩擦 、 气 体 介 质 的 扰动 等 . 但 随 着 混 
沌 理论 研究 的 深入 , 人 们 发 现 , 外 在 随机 性 并 非 随机 漂移 的 唯一 来 源 , 因为 陀螺 仪 
本 身 存在 着 内 冥 随机 性 .实验 观测 到 的 陀螺 随机 漂移 是 外 在 随机 性 和 内 京 随机 性 
的 综合 表现 . 陀螺 基于 内 京 随机 性 所 产生 的 无 规则 往复 运动 即 陀螺 的 混沌 运动 . 

混沌 运动 是 由 确定 性 系统 产生 的 一 种 特殊 的 无 规则 的 往复 运动 . 其 特点 是 对 于 
初始 条 件 极 端 敏 感 而 具有 内 豪 随 机 性 和 长 期 预测 的 不 可 能 性 . 

内 束 随 机 性 来 源 于 对 初始 条 件 的 极端 敏感 性 , 这 种 敏感 性 存在 于 不 可 积 的 非 线 
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性 微分 方程 . 描述 重力 作用 下 刚体 运动 的 欧 拉 方程 是 非 线性 微分 方程, 仅 在 3 种 特 
殊 情况 下 存在 解析 积分 , 即 第 2 章 中 令 述 的 欧 拉 , 拉 格 朗 日 和 科 丽 列 夫 斯 卡 姬 等 3 
种 可 积 情况 . 除 这 3 种 特殊 情况 以 外 , 欧 拉 方 程 均 为 不 可 积 . 因此 一 般 情况 下 的 刚 
体 定点 运动 存在 内 豪 随 机 性 . 


13.1.2 ”状态 变量 和 庞 加 莱 映 射 


依据 动力 学 原理 建立 的 描述 机 械 系 统 运动 过 程 的 微分 方程 组 称 为 动力 学 系统 . 
根据 3.4 节 的 分 析 , 具有 n 个 自由 度 的 动力 学 系统 的 运动 状态 可 用 m 个 广义 坐 
标 GU = 1,2,… n) 和 相应 的 广义 速度 入 (7 = 1,2,…,n) 或 广义 动量 pj = 
1,2,… ,n) 描述 . 描述 动力 学 系统 运动 状态 的 上 述 2n 个 变量 称 为 状态 变量 ”. 

作 定 点 运动 刚体 的 欧 拉 方 程 为 自由 度 n = 3 的 动力 学 系统 . 用 欧 拉 角 表达 时 ， 
状态 变量 为 

MAORIORAORIOEAQRAY) (13.1.1) 


如 写作 哈密 顿 正 则 方程 形式 , 状态 变量 改 为 
W (t), 9 (t) , p (t) ,po (t) ,pə (t) ,py (t) (13.1.2) 


状态 变量 所 张 成 的 2n 维 空间 称 为 系统 的 状态 空间 或 相 空 间 ， 每 个 时 刻 系统 
的 运动 状态 与 相 空间 中 的 点 相对 应 , 称 为 相 点 . 相 点 在 相 空间 中 随时 间 + 的 位 置 变 
化 反映 出 系统 的 运动 过 程 , 所 描绘 出 的 轨迹 称 为 相 轨 迹 . 根据 相 轨迹 曲线 的 几何 特 
征 可 以 定性 地 判断 系统 的 运动 性 态 . 不 难看 出 , 静止 状态 的 相 轨迹 为 不 动 的 点 , 周 
期 运动 的 相 轨 迹 为 封闭 曲线 . 与 无 规则 往复 运动 对 应 的 相 轨迹 是 迁 回 曲折 永 不 封闭 
的 曲线 . 从 状态 变量 中 选择 一 对 变量 组 成 二 维 的 相 平 面 , 对 应 的 相 轨 迹 为 平面 曲线 ， 
便于 用 图 形 直观 地 表示 . 

当 周 期 运动 的 周期 很 长 时 , 仅 根据 相 轨迹 图 难以 区 分 周期 运动 和 混沌 运动 . 不 
斯 延续 永 不 重合 的 相 轨迹 曲线 在 相 空间 或 相 平面 内 模糊 一 片 而 难以 辨认 .为 此 可 
采用 称 做 庞 加 莱 映 射 的 几何 方法 代替 相 轨 迹 图 . 所 谓 庞 加 莱 映 射 是 在 相 空间 (或 相 
平面 ) 内 每 隔 一 个 时 间 间 隔 取 相 轨 迹 的 一 个 点 ,而 将 其 余 的 相 轨迹 隐 去 . 于 是 连续 
的 相 轨迹 曲线 转变 为 不 连续 的 点 集 . 一 般 采 用 外 激励 的 周期 作为 映射 的 时 间 间隔 . 
可 以 想像 , 周期 运动 的 庞 加 莱 图 是 单个 或 有 限 个 孤立 点 , 而 混沌 运动 的 庞 加 莱 图 是 
无 数 个 无 规则 分 布 永 不 重合 的 点 集 ， 因 此 可 将 庞 加 莱 图 作为 识别 混沌 性 态 的 直观 
IR. 混沌 性 态 也 可 以 根据 测试 数据 判断 , 有 多 种 数值 识别 方法 , 如 李 雅 普 诺 夫 指 
数 等 , 其 具体 计算 方法 可 参阅 非 线性 动力 学 的 有 关 文献 . 


x O 此 处 对 状态 变量 的 定义 更 具 普 这 性 . 8.2.1 节 和 13.2.1 节 中 令 述 的 塞 莱 -安道 耶 状态 变量 为 特殊 形 
式 的 状态 变量 . 
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13.1.3 ”关于 混沌 的 解析 预测 


对 于 确定 的 动力 学 系统 , 预测 其 运动 在 何 种 条 件 下 出 现 混沌 有 重要 的 实际 意 
义 . 但 这 方面 的 理论 研究 目前 还 很 不 成 熟 . 既 没 有 对 非 线性 系统 普遍 适用 的 预测 方 
法 , 也 不 能 建立 出 现 混沌 的 充分 条 件 . 对 于 单 自由 度 的 低 维 系统 , 最 常用 的 解析 预 
测 方法 为 1963 年 梅 利 尼 科 夫 (V.K. Melnikov) 提出 的 方法 . 这 种 方法 仅 能 判断 受 
小 扰动 作用 的 二 维 可 积 系统 . 根据 受 扰 状态 下 系统 的 相 轨迹 特征 , 构造 特殊 定义 的 
梅 利 尼 科 夫 函数 . 当 此 函数 存在 简单 零点 时 , 可 以 推测 混沌 运动 存在 的 可 能 性 . 对 
于 多 自由 度 的 高 维系 统 , 则 必须 变换 为 低 维 系统 讨论 . 例如 , 下 节 中 叙述 的 塞 莱 - 安 
道 耶 状态 变量 就 能 对 刚体 定点 运动 的 数学 模型 起 降 维 作用 . 梅 利 尼 科 夫 方法 的 理 
论 根据 和 具体 计算 属于 非 线性 动力 学 的 专门 问题 , 可 参阅 相关 的 文献 . 


13.2 ”刚体 定点 运动 的 混沌 性 态 


13.2.1 ” 塞 莱 -安道 耶 状 态 变量 


塞 莱 - 安 道 耶 状态 变量 是 表示 刚体 运动 状态 的 一 种 状态 变量 . 类 似 的 状态 变量 
已 在 第 9 章 中 用 于 描述 转子 陀螺 的 姿态 , 但 仅 针对 轴 对 称 刚体 的 特殊 情形 , 且 角 度 
坐标 o, 8 不 同 于 此 处 的 定义 . 本 节 给 出 塞 莱 -安道 耶 状态 变量 更 具 普遍 性 的 定义 . 

设 轴 对 称 刚体 绕 固定 点 O 运动 . 以 O 为 原点 建立 惯性 坐标 系 (O — Eng) 和 动 
TEBRA (O — XY Z), 后 者 以 刚体 相对 O 点 的 动量 矩 矢量 H 的 方向 为 Z 轴 . 
设 (O — EnG) 绕 ¢ 轴 转 动 8 角 后 的 位 置 为 (O — mG), 再 绕 6, 轴 转 动 a 角 后 的 
位 置 为 (O — XYZ). a,b 为 动量 矩 矢量 H 相对 (O Ent) 位 置 的 角度 坐标 . 坐标 
系 之 间 的 关系 为 (图 13.1) 


0-60) Š (ama) Š (O-xY2) 
:C1 C€ Xx 

设 (O — ay) 为 与 刚体 固 结 的 主轴 坐标 系 , 其 相对 动量 和 矩 坐 标 系 (O — XY Z) 的 次 

BUKRA 0,60, o 表示 , 转动 顺序 为 (图 13.2) 


4 v p 
(OXYZ) Š (O-Xiy2) > (O-zma) > (O-zyz) 
Z,Zı Xi,z1 ZZ 


以 上 利用 动量 矩 坐标 系 定义 的 5 个 角度 坐标 a, B, 0,60, p 与 动量 矩 模 H 共 6 个 变 
量 定义 为 塞 莱 - 安 道 耶 状态 变量 ”. 


O 在 塞 莱 -安道 耶 的 原始 定义 中 , 状态 变量 万, ov B, Y, 9, p 分 别 以 G,6,h,g,a,1 符号 表示 . 
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pe 
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13.1 动量 矩 坐标 系 与 惯性 坐标 系 


Xx r 


图 13.2 ”刚体 主轴 坐标 系 与 动量 矩 坐标 系 
计算 刚体 的 绝对 角速度 w 在 转子 坐标 系 (O — zyz) 中 的 投影 we, wy, wz, 得 到 


wz =Wsdsyp + Ócç + å (cbcp -cgsysp) 


+ B [so (sycp + cgcysp) + cosósç] (13.2.1a) 
wy =Ysdcyp — dsp — å (cysp + cygsycp) 

十 有 [sa (cygcycp — sysp) + cosóce] (13.2.1b) 
wz =@ + Wed + Gsysg + Ê (cach — sasgcy) (13.2.1c) 


其 中 sic 28 sin, cos 的 简写 符号 . 设 A, B,C 为 刚体 相对 (O — zyz) 各 轴 的 主 惯性 
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和 矩 , 将 刚体 相对 O 点 的 动量 矩 H 向 (O — zyz) 投影 , 得 到 


H, = 4wz = Hsin sine 
H, = Boy = H sinó cosp (13.2.2) 
H, = Cu, = H cost 


式 (13.2.1) RAR (13.2.2) 后 成 为 限制 状态 变量 的 3 个 非 完 整 约束 条 件 . 因此 描述 
刚体 定点 运动 的 6 个 变量 H, a, 8.0,6, p 中 只 有 3 个 是 独立 的 . 列 写 刚体 运动 的 拉 
格 朗 日 函数 工 
L= 3 (Aw? + Bw? + Cw?) -V (13.2.3) 
其 中 V 为 势能 . 1967 年 德 普 利 (Deprit) 选择 p, Y. 2 为 3 个 独立 变量 , 其 对 应 的 广 
义 动量 pw,pp,pe 可 利用 式 (13.2.1), (13.2.2) 化 简 为 
BT 


p. = 
”到 


pp = = = Hcos$ = H, (13.2.4) 


pa = 9 = H cosa = Bc 


从 而 证 明 , py 等 于 动量 矩 H 的 模 , pops 分 别 等 于 H 矢量 在 z 和 6 轴 上 的 投影 . 
@,0,8, H, Ha, Hç 可 作为 描述 刚体 姿态 的 6 个 正则 变量 , 从 而 使 刚体 的 定点 运动 过 
程 在 六 维 相 空间 (p, Y, 8, H, H,, Ho) 中 得 到 反映 . 利用 式 (13.2.3), (13.2.4) IWER 
体 的 哈密 顿 函数 e, 其 中 的 H sinó 以 /H2 — B2 代 蔡 , 得 到 


K 2 3 2 
>= (e + exe) (H? -02) + FE +V (0,08) (13.2.5) 
与 广义 坐标 p, V, 6 对 应 的 6 个 正则 方程 完全 确定 刚体 定点 运动 规律 


二 


= b= ag ( = 1,2,3) (13.2.6) 


其 中 
Q = q = 0, q = 8 
(13.2.7) 
Di = pe, D2 = Do, P3 = pp 
13.2.2 ” 欧 拉 情形 刚体 定点 运动 


对 于 无 力矩 状态 的 特殊 情形 , 即 欧 拉 情 形 , 略 去 上 式 中 的 V, 令 H 为 常 值 , 哈 
密 顿 函数 (13.2.5) 中 仅 含 自 旋 角 o 和 对 应 的 广义 动量 p, = H,. 于 是 欧 拉 情形 刚 
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体 定点 运动 转化 为 单 自由 度 动力 学 系统 . 相应 的 哈密 顿 正则 方程 为 


IH 1 sinp cos? y 
2# s z 13.2.8 
o= = (e E - Sp (13.2.8a) 
1 i h 
专营 =- 网 Gs - 2) sin2p (13.2.8b) 


由 于 哈密 顿 函数 不 显 含 时 间 t, 存在 雅 可 比 积分 , 即 哈密 顿 函 数 .xi 为 常 值 . 将 方程 
(13.2.8b) 和 (13.2.8a) 相 除 消去 时 间 微 分 , 化 作 一 阶 微分 方程 


dpe _ C (A — B) (H? — p?) sin 2 03.29) 
dp p,[AB -C (Acos2 ç + Bsin? wy)] 


方程 (13.2.9) 确定 (p,pe) 相 平面 内 的 相 轨 迹 (图 13.3). Æ p 的 [0, zJ 区 间 内 相 轨 
迹 存在 3 个 奇 点 51, S2 和 Ss 
Sı: ps=0, Pes =0 
S2: @s=x/2 , pes = 0 
Ss: @s, = x, pes = 0 


(13.2.10) 


图 13.3 (@,p,) 相 平面 内 的 相 轨迹 


不 失 一 般 性 , 设 4 > B > C 或 4 < B < C, 利用 方程 (13.2.9) 的 一 次 近似 式 判断 ， 
Si, S3 为 鞍点 , S2 为 中 心 . pp = 0 BI H, = 0 ER ó = x/2, 则 鞍点 Si, S3 对 应 于 刚 
体 绕 Oy 轴 正 方向 或 负 方向 的 不 稳定 永久 转动 , 中 心 S, 对 应 于 绕 Oz 轴 的 稳定 永 
久 转 动 . 于 是 从 另 一 途径 证 明了 2.3.3 节 的 结论 : 绕 最 大 或 最 小 惯性 矩 主 轴 的 永久 
转动 稳定 , 绕 中 间 惯 性 矩 主 轴 的 永久 转动 不 稳定 . 车 刚体 为 轴 对 称 , 令 4 = B, 哈密 
顿 函数 (13.2.5) 简化 为 

x= 让 (到 -区 +É (13.2.11) 
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由 于 函数 ETER p, 对 应 的 循环 积分 要 求 pe 守恒 , 即 9 守恒 . 刚体 作 章 动 角 为 
常 值 的 自由 规则 进 动 . 

将 刚体 的 量 纲 为 一 的 主 惯性 矩 4, B,C 分 别 取 为 1.5, 1.0, 0.75, 令 H = 0.5, 
H = 0.7, 用 龙 格 - 库 塔 方法 从 不 同 初始 条 件 出 发 , 对 正则 方程 (13.2.9) 作 数值 积分 . 
利用 解 出 的 yp (t) 和 p, (t), 以 27 为 周期 在 (ç, pe) 相 平面 内 构成 的 庞 加 莱 图 , 如 图 
13.4 所 示 . 图 中 的 点 集 沿 图 13.3 的 相 轨迹 有 序 排列 , 所 形成 的 两 种 类 型 不 动 点 即 
上 述 奇 点 Si (i= 1,2,3). 


—x/2 0 x/2 e * 


图 13.4 ” 欧 拉 情 形 刚体 定点 运动 的 庞 加 莱 图 ( 引 自 文献 [79]) 


13.2.3 ” 径 向 偏心 刚体 的 定点 运动 

设 刚 体 的 质心 沿 z 轴 偏 离 定点 ! 距离 , 由 于 重力 矩 的 出 现 , 上 述 简化 的 单 自由 
度 系统 已 不 可 用 . 将 表示 刚体 姿态 的 v, 0, 9 改定 义 为 (9 — zyz) 相对 惯性 坐标 系 
(O — mà) 的 欧 拉 角 , 设 重力 mg 沿 5 轴 的 负 方 向 , 列 出 刚体 的 欧 拉 方 程 


Ao; + (C — B)wyw: = 0 (13.2.12a) 
Boy + (A — C)wzws = mgl cos® (13.2.12b) 
Co; + (B — A)wzwy = mglsin 0 cos Y (13.2.12c) 


其 中 


ws = Wsindsing+ cosp 
wy = sb sin cos ç — Ó sin p (13.2.13) 
Ws = b cos +o 
KAHE (13.2.12) 不 可 积 . 将 量 纲 为 一 的 距离 取 为 1.0, 量 纲 为 一 的 重力 mg RA 
0.5, 利用 数值 积分 得 到 的 庞 加 莱 图 如 图 13.5 所 示 . 图 中 的 鞍点 附近 出 现 无 规则 分 


第 13 章 ”陀螺 的 混沌 运动 .353 . 


-1/2 


图 13.5 ”质心 偏离 定点 的 刚体 定点 运动 的 庞 加 莱 图 ( 引 自 文献 [79]) 


布 的 点 集 , 显示 出 刚体 运动 的 混沌 性 态 . 从 而 证 实 欧 拉 方 程 不 可 积 情形 对 应 的 运动 
为 混沌 运动 . 

虽然 自由 陀螺 或 陀螺 摆 的 理想 模型 属于 可 积 的 欧 拉 情形 和 拉 格 朗 日 情形 ， 但 
考虑 到 陀螺 仪 并 非 仅 受 重力 作用 , 各 种 形式 的 支承 系统 和 基 座 牵连 运动 的 存在 更 使 
数学 模型 复杂 化 , 其 运动 规律 与 欧 拉 情形 和 拉 格 朗 日 情形 的 解析 积分 存在 差别 , 更 
何况 比 自由 陀螺 或 陀螺 摆 更 复杂 的 陀螺 装置 . 因此 一 般 情况 下 , 陀螺 运动 存在 内 京 
随机 性 是 不 言 而 喻 的 . 

仔细 观察 庞 加 莱 图 , 还 可 发 现在 模糊 一 片 的 点 集中 存在 着 类 似 岛屿 的 某 种 规律 
性 结构 . 这 种 无 序 中 的 有 序 现象 是 内 束 随 机 性 区 别 于 外 在 随机 性 的 重要 属性 . 
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13.3.1 “框架 陀螺 的 理想 状态 


框架 支承 陀螺 仪 由 由 外 环 Bo、 作 为 内 环 的 陀螺 壳 体 B, 和 转子 B, 组 成 ( 见 
图 3.3). 以 框架 和 转子 的 转轴 交点 O 为 原点 , 建立 基 座 坐 标 系 (O — enz) 和 各 分 体 
B; (j = 0,1,2) 的 连 体 坐 标 系 (O —z;u;z;). 外 环 、 内 环 和 转子 的 转角 a, 8, p 是 确定 
转子 相对 基 座位 置 的 卡尔 丹 角 , 如 3.2.1 节 的 定义 . 各 分 体 的 主 惯性 矩 亦 采 用 3.2.1 
节 规 定 的 符号 . 设 陀螺 除外 环 约束 力矩 以 外 无 外 力矩 作用 , 以 a, p, o 为 广义 坐标 ， 
Da, pa, pe 为 对 应 的 广义 动量 . 为 使 计算 适当 简化 , 设 陀螺 的 质量 几何 满足 


Al+AR-C=0 (13.3.1) 


则 式 (3.2.15) 中 定义 的 A (6) 为 常 值 . 系统 的 哈密 顿 函数 如 式 (3.5.6), 略 去 其 中 的 
常 值 势能 V. 写作 
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_1[(pe -posinp) P, Pe 13.3.2 
XH=3 A +g t (13.3.2) 


其 中 A= A +O, B= Bi + An. 由 于 哈密 顿 函数 不 含 p 和 o, 有 以 下 循环 积分 
pe = Cr(åsin 8 + $) = Ho (13.3.3) 
Pa = Aå + Cr(åsin 8 + ġ) sin 8 = Hosin 8* (13.3.4) 


其 中 积分 常数 Ho 为 转子 稳 态 旋转 时 的 常 值 动量 矩 . 由 于 pu 守恒 , 常数 0" 由 内 环 
转角 和 外 环 角速度 的 初 值 fo。 和 co 确定 


sin 8* = sin Po + (A/ Ho)óo (13.3.5) 


Ho 足够 大 时 , 8* 与 po 的 值 接近 . 循环 积分 (13.3.3), (13.3.4) 的 存在 使 系统 的 自由 
度 减 为 1, 以 ,pe 为 独立 变量 列 出 正则 方程 


jp = Ea = Z cos BP(sin 8* — sin 8) (13.3.6a) 
ja 2E — pa 
b= B (13.3.6b) 


其 中 参数 2 = H2B/A. 将 方程 (13.3.6a) 和 (13.3.6b) 相 除 , 得 到 (A, pe) 相 平面 内 
的 微分 方程 
dpa _ v2?cospB(sinB* — sin 8) 
ap ~ pp 
上 式 与 7.3.1 节 基于 欧 拉 方程 导出 的 方程 (7.3.6) 完全 相同 , 仅 其 中 变量 y 改 记 为 
pa. 内 环 无 初始 角速度 时 pg 的 初 值 为 零 , 从 方程 (13.3.6) 积分 得 到 的 相 轨 迹 方程 
也 与 式 (7.3.8) 相同 


(13.3.7) 


pŠ + 2 (sin 8° — sin 8)? = ABo8 (13.3.8) 
根据 7.3.1 节 的 分 析 , 在 8 的 [—z/2,z/2] 区 间 内 相 轨 迹 存 在 一 个 中 心 S, 和 两 个 鞍 
点 52,53 
Sı: P=P", pes=0 
S2: Bs=7/2, pps=0 (13.3.9) 
S3: B=—n/2, pee=0 
相 轨 迹 如 图 7.10 或 图 13.6 所 示 . 
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Pa 
2.5 


一 2.5 L =L r B 
—_x/2 0 g x/2 3x/2 


图 13.6 ”框架 陀螺 未 扰 运 动 在 (8, pa) 平面 内 的 相 轨 迹 图 


13.3.2 ”驱动 的 周期 性 扰动 导致 的 混沌 性 态 


设 由 于 陀螺 仪 驱动 存在 周期 扰动 , 使 转子 动量 矩 出 现 微小 周期 分 量 . R (13.3.3) 
改 为 
pe = Cr(åsin 8 + 2) = Ho(1 + esinwot) (13.3.10) 


代入 式 (13.3.2) 计算 受 扰 后 陀螺 的 哈密 顿 函数 , 只 保留 = 的 一 次 项 , 得 到 
2 = 2ñ + 24 (13.3.11) 


其 中 2⁄0 为 无 扰 情形 的 哈密 顿 函数 , 26 为 扰动 引起 的 增 量 


2⁄4 = = [ph + 2 (sin 8* — sin 0)2] (13.3.12) 
H= s sin (sin 8 — sin 8*) + á] sin wot (13.3.13) 
CR 


利用 哈密 顿 函数 (13.3.11) 列 出 受 扰 运动 的 正则 方程 
ba = z cos $ [sin 8* — sin 8 + e (2 sin 8 — sin 8*) sin wot] (13.3.14a) 


B= 2e (13.3.14b) 

$ B=], sin 8* = 0.8, wo = 1, v? = 1, 应 用 龙 格 - 库 塔 方法 对 方程 组 (13.3.14) 

作 数 值 积 分 , 在 (6,pp) 相 平面 内 作 周 期 2x 的 庞 加 莱 图 , 显示 出 在 周期 扰动 作用 下 
陀螺 仪 运动 的 混沌 性 态 (图 13.7). 
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2 de 8 
-1/2 0 x/2 © 3/2 -2/2 0 x/2 ®© 3nx/2 


—/2 0 x/2 7 3r/2 
(e) e=0.20 


图 13.7 ”驱动 存在 周期 扰动 时 框架 陀螺 的 庞 加 莱 图 


13.3.3 ” 基 座 转动 导致 的 混沌 性 态 
设 陀螺 仪 的 基 座 绕 Ç 轴 以 角速度 Qo 匀速 转动 . 其 在 (O — zyz) 中 的 投影 为 


Noz = — fo cos a sin 8 
Noy = osina (13.3.15) 
fo; = fh cosa cos 8 


设 陀螺 的 质量 几何 仍 满足 简化 条 件 (13.3.1), 考虑 基 座 的 牵连 角速度 Qo, 计算 各 分 
体 的 动能 , 相 加 后 得 到 陀螺 仪 的 动能 


T = (A + BÓ + Ca (Ó + é sin 8 + Qo cos æ cos 8)? 
+2BQËÓ sina + 02 [(Bo + B)sin2 a + (Co + C1) cos? a] J (13.3.16) 
计算 系统 的 广义 动量 , 得 到 


Pa = Aå + Cr (ó + ësin 8 + f cosa cos 6) sin 8 
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pa = B (6 + fo sin a) (13.3.17) 
pe = Ca ($ + ësin 8 + fh cosa cos B) 
基 座 的 转动 构成 非 定常 约束 , 系统 的 哈密 顿 函 数 可 利用 式 (3.4.19) 写 出 
æ= [As + BÅ? + Cn (@ + é sin p)? — QË [(Bo + B)sin?a 
+ (Co + C1 + Ca cos? 8) cos? a) } (13.3.18) 
考虑 循环 积分 po = Ho, 将 哈密 顿 函数 中 的 广义 速度 用 广义 动量 表示 , 化 作 
CT — Blasina)? + À. (Fa — CaM cosacos B) 
— N [(Bo + B)sin? e: + (Co + C1 + Ca cos? 8) cos2 a) } (13.3.19) 


代入 方程 组 (3.4.28), 导出 哈密 顿 正则 方程 


ï 
å = + Pa — Hosin 6) (13.3.20a) 
Da = Sh [pa cosa — (Ho cos B + CQ cosa) sin a] (13.3.20b) 
ll 
B= g (pa — Bfbosino) (13.3.20c) 
. H 
Da = s" cos (Pa — Ho sin 8) — S% Ho cos a sin 8 (13.3.20d) 


其 中 C=Co+C — Bx. $ A=2, C = 1, B = 1, pa = 0.8, Ho = 1, 应 用 龙 格 - 库 
塔 方法 作 数 值 积分 , 对 于 不 同 的 基 座 角速度 O, 在 (B. pa) 相 平面 内 作 庞 加 莱 图 . 反 
英 出 基 座 匀速 转动 导致 的 陀螺 仪 混沌 运动 (图 13.8). 


-2 
-rz/2 0  x/2 x 3x/2 -1/2 0 /2 x 3r/2 
(a) Do=0.03 (b) Do=0.08 
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B 
-x/2 0 x/2 x 3x/2 
(e) %=0.13 
图 138 基 座 有 牵连 转动 时 框架 陀螺 的 庞 加 莱 图 


以 上 分 析 表 明 , 转子 对 匀速 旋转 的 微小 偏离 或 基 座 的 匀速 转动 均 可 使 陀螺 仪 运 
动 呈现 混沌 性 态 . 从 而 证 明 , 陀螺 仪 的 随机 漂移 也 可 来 源 于 内 豪 随 机 性 , 而 不 仅 是 
外 在 随机 因素 的 作用 结果 . 
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13.4.1 ”动量 矩 分 量 表示 的 欧 拉 方 程 


刚体 定点 运动 的 欧 拉 方程 (2.2.33) 以 角速度 w 在 刚体 的 主轴 坐标 系 (O 一 zyz) 
中 的 投影 wr wyw: 为 变量 . 利用 角速度 w 与 动量 矩 H 之 间 的 关系 (2.2.11) 可 导 
出 


_ H. _ H, _ B. 
w= wue o: = = (13.4.1) 


在 无 力矩 状态 下 代入 方程 (2.2.33), 化 作 以 动量 矩 H 投影 He, Hy, H, 为 变量 的 欧 
拉 方 程 


° J. 4 
H+ (s s z) H,H,=0 (13.4.2a) 
ñ LUT 
B+ (8B-A) FH:=0 (13.4.2b) 
A TAL 
H,+ (3 _ 5) H-H, =0 (13.4.2c) 


无 力矩 刚体 的 动量 矩 积分 (2.3.3) 和 能 量 积分 (2.3.2) 分 别 用 动量 矩 分 量 表示 为 


H? + H? + H? = H? (13.4.3) 
H? H? H? 
—=+—=+—=2 (13.4.4) 
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式 (13.4.3) 表明 动量 矩 H 的 矢量 端点 受 以 H 为 半径 的 球面 的 限制 , 其 在 球面 上 的 
极 迹 为 式 (13.4.4) 确定 的 能 量 椭 球 与 球面 的 交 线 . 所 形成 的 曲线 族 与 惯性 椭 球 上 的 
本 体 极 迹 有 相似 的 几何 特征 , 也 存在 与 刚体 永久 转动 对 应 的 3 个 奇 点 (图 13.9). 


D. 


图 13.9 无 力矩 刚体 动量 矩 矢量 的 端点 极 迹 
对 于 无 力矩 陀螺 体 情形 , 令 方 程 组 (11.1.14) 中 的 力矩 项 为 零 , 欧 拉 方程 为 


Ao; + (C — B) wywz + Ca fənooy = 0 (13.4.5a) 
Boy + (人 一 C)wzwz — Cn fəaouz = 0 (13.4.5b) 
Co; + (B — A)wzwy = 0 (13.4.5c) 


其 中 A, B, O 的 定义 见 式 (11.1.11). 将 式 (13.4.1) 中 的 o, 改 为 


¿= PIGA — Ca so) (13.4.6) 


即 适用 于 陀螺 体 . 导出 用 动量 矩 分 量 表示 的 陀螺 体 欧 拉 方 程 


m y 1 $ CR flro 

Ë, + (s = 2) HyH, + ( E ) H,=0 (13.4.7a) 
; r i Nro 

H+ (ó == 2) H-H, — (22) H,=0 (13.4.7b) 
， t'i 

H, + 人 - 5) HoH, = (13.4.7c) 


无 力矩 陀螺 体 仍 存在 与 式 (13.4.3) 相同 的 动量 矩 积分 . 陀螺 体 的 运动 性 态 可 根据 动 
基 矩 矢量 H 在 球面 上 的 极 迹 曲线 的 几何 特征 作出 定性 描述 . 极 迹 的 奇 点 数目 和 性 
质 随 转子 转速 Nro 改变 的 规律 如 11.1.4 节 所 作 的 分 析 . 在 (Ha, Hy, H,) 三 维 空间 
中 取 不 同 断面 , 动量 矩 矢量 H 在 断面 上 的 极 迹 为 平面 曲线 , 也 可 代替 相 轨 迹 作 类 
似 的 庞 加 莱 图 以 识别 混沌 性 态 . 
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13.4.2 ” 带 偏心 转子 陀螺 体 的 混沌 运动 


设 转子 的 质心 沿 za 轴 偏 离 z 轴 , 偏心 距 为 e, za 轴 与 z 轴 的 夹 角 为 o, 转子 
的 质量 为 m( 见 图 13.10). 则 由 于 质量 偏心 导致 的 动量 矩 增 量 A H 在 (O - syz) 中 
的 投影 为 


AH, = me? (ux sin? ç — wy cos @sin p) 
AH, = me? (—¿x cos @sin @ + wy cos? e) (13.4.8) 


AH, = mew: 


图 13.10 带 偏心 转子 的 陀螺 体 
将 AH 附加 于 陀螺 体 的 总 动量 矩 H, 得 到 


H, = (A+me2 sin2 p) wz — (me? cos psin p) wy 


H, = — (me? cos psin p) wz + (B + me? cos? g) wy (13.4.9) 
H, = (C + me?) wz 


从 中 解 出 
(B + me? cos? p) H, + (me? cos e sin ç) Hy 
AB + me? (Acos? ç + B sin? ç) 
(me? cossin e) H, + (À + me2 sin? ç) Hy (13.4.10) 
AB + me? (Acos? p + B sin? ç) 
H, 
= C+me 
令 上 式 中 p = Qaot, 代入 陀螺 体 的 欧 拉 方 程 (13.4.7), @ 4 = 1,B = 1.5,C = 
2,Ho = 15, 利用 龙 格 - 库 塔 方法 作 数 值 积分 . 利用 转子 旋转 周期 2r/Vao, 在 (Hz, Hy, 
H,) 三 维 空间 中 的 (Ha, H.) 断面 上 作 庞 加 莱 图 . 对 于 e = 0 的 理想 状态 , 无 力矩 陀 
螺 体 的 欧 拉 方程 为 可 积 情形 , 庞 加 莱 图 具有 规则 的 几何 结构 (图 13.11(a)). 随 着 转 
子 旋转 速度 的 增加 , 鞍点 朝 一 侧 偏 移 , 使 转子 旋转 轴 对 应 的 中 心 周围 稳定 区 域 增 大 ， 


wz 一 


wy = 


Wz 
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体现 出 转子 旋转 所 产生 的 陀螺 效应 (图 13.11(b)). 转子 存在 偏心 时 , 在 过 鞍点 的 相 
轨迹 附近 逐渐 出 现 无 规则 分 布 的 点 集 , 且 随 着 偏心 距 e 或 转速 Qao 的 增加 而 扩大 
(图 13.11(o~(9). 从 而 证 实 , 转子 偏心 距 的 存在 可 使 陀螺 体 的 运动 出 现 混沌 性 态 . 
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(b) m=0, e=0, f =2.0, Ca=0.5 


(e) m=0.3, e=0.3, fro=2, On=0.5 (f) m=0.1, e=0.3, Rw=3, On=0.5 


图 13.11 ” 带 偏 心 转子 陀螺 体 的 动量 矩 矢 量 端点 的 庞 加 莱 图 


< = = = 
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A.1.1 矢量 的 坐标 变换 

将 矢量 的 各 种 运算 化 为 标量 运算 必须 先 确定 参考 坐标 系 (O — ryz). 设 j,k 
为 沿 (O — zyz) 各 坐标 轴 的 单位 矢量 , 称 为 基 矢 量 , 基 矢 量 的 集合 称 为 基 . 将 基 矢量 
i j,k 排 成 列 阵 作为 基 的 表达 形式 , 称 为 基 矢 量 列 阵 , 记 作 

e=(ijk y (A.1.1) 
在 上 式 中 , 下 方 增加 横 杠 的 黑 斜 体 字母 表示 由 矢量 元 素 构成 的 矢量 矩阵 , 以 区 别 于 
元 素 为 标量 的 标量 矩阵 . 基 矢 量 有 以 下 正 交 特性 
i-i=j-j=k-k=1 


(4.1.2) 
i-j=j-k=k-i=0 
此 特性 可 利用 基 矢 量 列 阵 e 简略 地 表示 为 
eer=E (A.1.3) 
其 中 五 为 3 阶 单位 阵 . 任意 矢量 a 可 表示 为 基 矢 量 i j,k 的 线性 组 合 
a=asi+ ayj + a,k (A.1.4) 


ar, üy, a, 为 矢量 a 在 e 基 上 的 投影 或 坐标 , 所 排 成 的 列 阵 为 矢量 a 在 e 基 上 的 坐 
标 列 阵 . 在 黑 斜体 字母 的 右上 角 增 加 带 括号 的 零 角 标 表示 该 矢量 的 坐标 列 阵 , 写作 


a 


ao) = ( dy. ays ) (A.1.5) 
将 矢量 a 写作 基 矢 量 行 阵 与 坐标 列 阵 的 乘积 或 坐标 行 阵 与 基 矢 量 列 阵 的 乘积 
a= eTa(0) = arTe (A.1.6) 


则 矢量 的 所 有 运算 均 可 利用 坐标 矩阵 的 运算 实现 
akb=c a) +b = c0 
Àa=c 和》Xa(o) = c 
aba aorbio = OTO = À SO 


axb=c O = Bae 
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其 中 和 为 标量 , 带 波浪 号 矩阵 aO 或 b) 为 矢量 a 或 的 坐标 组 成 的 3 阶 反对 
称 方 阵 , 定义 为 
0 一 az ay 
a=] a 0 -a (A.1.8) 
一 ay az 0 


设 (0 一 zpypzp) 和 (O — zayaza) 为 以 O 为 同一 原点 的 不 同 坐标 系 , 对 应 的 基 
矢量 列 阵 为 e 和 ep 则 同一 矢量 a 可 用 不 同 基 的 坐标 列 阵 表 示 为 


a = ea?) = eTa (9) (A.1.9) 
坐标 列 阵 的 上 角 标 为 坐标 系 的 标号 . 将 上 式 两 边 用 e, 点 积 , 利用 式 (A.1.3), 导出 
a@) = Cya() (A.1.10) 
其 中 Cs 是 3x3 标量 矩阵 , 定义 为 
C3 =e, e7 (A.1.11) 


C4 称 为 e, 相对 e, 的 方向 余弦 短 阵 . 如 将 e, 与 e, 各 轴 之 间 的 方向 余弦 列 成 表 
A1, 则 方向 余弦 矩阵 Cs 即 此 表格 的 矩阵 表达 形式 .矩阵 的 每 个 元 素 等 于 不 同 从 
标 系 的 两 根 坐标 轴 夹 角 的 余弦 . 不 难 判断 , p 与 q 互 换 位 置 后 的 矩阵 C? 为 C3 的 
转 置 矩阵 


C? = (04)" (4.1.12) 
且 相 同 基 之 间 的 方向 余弦 矩阵 为 3 阶 单位 阵 
Cr=E (A.1.13) 
表 A.1 
Tq Ya Za 
Tp cu c12 cl3 
yp c21 c22 c23 


Zp c31 c32 c33 


公式 (A.1.10) 可 用 来 进行 任意 矢量 a 在 不 同 基 上 投影 的 坐标 变换 . 设 有 3 个 不 同 
基 epep e, 连续 使 用 式 (A.1.10), 导出 


a) = Cya( = C2Cya) (A.1.14) 
将 上 式 与 式 (A.1.10) 比较 , 导出 3 个 基 之 间 的 方向 余弦 矩阵 应 满足 的 关系 式 
C3=C2C3 (A.1.15) 
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此 性 质 可 扩展 为 : 在 按 序 编号 的 基 族 中 , 任意 二 基 之 间 的 方向 余弦 矩阵 等 于 一 系列 
相 邻 基 之 间 的 方向 余弦 矩阵 的 连 乘积 , 即 


Cs= ovet “C9 (A.1.16) 


将 式 (A.1.13) 写作 
Cr=CIC5= E (A.1.17) 


则 方向 余弦 矩阵 的 道 阵 等 于 其 转 置 阵 , A EJ 93k kE EE 2 EERE 
(C1) =C?= (C2) (A.1.18) 
略 去 C? 的 上 下 角 标 , 将 方向 余弦 矩阵 的 一 般 形 式 写作 
cl C12 C33 
C=| can cz czs (A.1.19) 
C31 C32 C33 


关系 式 (A.1.3) 等 同 于 方向 余弦 矩阵 元 素 之 间 的 6 个 关系 式 
3 
Y crickj = ó (üj=1,2,3) (A.1.20) 
k=1 


因此 方向 余弦 矩阵 的 9 个 元 素 中 只 有 3 个 独立 参数 . 作为 正 交 和 矩阵 , 方向 余弦 矩阵 
的 行列 式 等 于 1 
IC|=i- (jxk)=1 (A.1.21) 


为 讨论 方向 余弦 矩阵 的 特征 值 , 列 出 
(C -AE)a=0 (4.1.22) 


将 特征 方程 |C — XE| = 0 RFA A 的 3 次 代数 多 项 式 , 其 零 次 项 为 |C| = 1, 即 3 
个 特征 根 的 乘积 为 1, 其 中 至 少 有 一 个 等 于 1 的 实 根 , 使 以 下 方程 成 立 


(C-E)a=0 或 Ca=a (A.1.23) 


从 而 表明 , 每 个 方向 余弦 矩阵 均 有 确定 的 特征 矢量 与 之 相对 应 , 它 对 于 变换 前 后 的 
坐标 系 有 相同 的 坐标 . 
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A.1.2 并 矢 
依 序 并 列 的 矢量 称 为 并 矢 , 以 黑 和 斜体 大 写字 母 表 示 . WRR a,b 组 成 并 矢 D 


D=ab (A.1.24) 
规定 并 矢 与 矢量 的 标 积 为 矢量 , 运算 规则 为 
D.r=a(b-r), r:D=(r.a)b (A.1.25) 
并 矢 与 并 矢 的 标 积 仍 为 并 矢 . W: C = cd 为 另 一 并 矢 , 运算 规则 为 
D-C=a(b-c)d, C-D = (d. a)b (A.1.26) 
上 述 运 算 显然 不 符合 交换 律 , 但 有 结合 律 存在 
D-(C-r)=(D-C)-r (4.1.27) 


矢量 的 混合 积 和 二 重 矢 积 的 计算 公式 为 


a:(bxc)=b:(cxa)=c:(axb) (A.1.28) 
a x (b x c) =b(a -c)— c(a- b) (A.1.29) 
ax (bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0 (A.1.30) 


矢量 的 二 重 矢 积 、 混 合 积 与 并 矢 之 间 存 在 以 下 关系 式 


a x (b x c) = [(c-a)E — ca] -b (A.1.31) 
(a x b) - (c x d)=a-|[(d-b)E — db] - c (A.1.32) 
此 关系 式 常 在 刚体 动力 学 中 被 引用 . 


对 于 确定 的 基 e, 可 根据 式 (A.1.6) 将 并 矢 中 的 矢量 用 基 矢 量 列 阵 表示 , 导出 
D = eraObore=eTDOe (A.1.33) 


其 中 三 维 方 阵 DO 称 为 并 矢 D 在 e 上 的 坐标 矩阵 , 其 9 个 元 素 称 为 刀 在 e 上 
的 坐标 


asb; azby azbz 
DO) = aboT = | abe ayby ayb, (A.1.34) 
azbz azby azbz 
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并 矢 的 运算 可 利用 其 坐标 矩阵 的 运算 代替 , 如 


f=D.r f = DorO) (A.1.35) 


F=D:C Fo = poc (A.1.36) 


坐标 矩阵 为 单位 矩阵 的 并 矢 为 单位 并 矢 , 记 作 E. 单位 并 矢 与 矢量 的 标 积 仍 
等 于 该 矢量 ， 将 组 成 并 矢 的 二 矢量 互 换 次 序 后 组 成 的 并 矢 为 原 并 矢 的 共 二 并 矢 . 
D = ab BJ269883F 228 

D* = ba (A.1.37) 


D* 的 坐标 矩阵 等 于 D 的 坐标 矩阵 的 转 置 阵 
D® = pOT (A.1.38) 


将 式 (A.1.1) RAR (A.1.33), 展开 后 得 到 由 基 矢 量 j,k 组 成 的 9 个 并 矢 的 
线性 式 , 称 为 并 矢 式 


D =azbsii + asbyij + azbzik + aybzjš + aybyjj + aybzjk 
+ a,bzk + azbykj + azbzkk (A.1.39) 


单位 并 矢 E 的 并 矢 式 为 
E= ii+jj+kk (A.1.40) 


将 同一 并 矢 用 不 同 基 e, 和 e 表示 为 
D = eTDt)e, =De, (A.1.41) 


将 上 式 两 边 左 侧 与 ep 点 积 , 右 侧 与 ey 点 积 , 并 利用 以 下 关系 


ep e= E, e,:el=C8%, e: ep = C (A.1.42) 
导出 并 矢 的 坐标 变换 公式 
DP) = CDC? (A.1.43) 


在 张 量 分 析 中 , 凡 可 利用 式 (A.1.43) 进行 坐标 变换 的 9 个 量 构成 一 个 二 阶 张 量 . 并 
矢 属于 二 阶 张 量 . 
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A.1.3 四 元 数 

四 元 数 是 哈密 顿 于 1843 年 建立 的 数学 概念, 但 仅 在 近 数 十 年 内 才 在 刚体 运动 
学 中 得 到 实际 应 用 .四 元 数 是 由 一 个 实数 单位 1 和 3 个 虚数 单位 i,j,k 组 成 的 包 
含 4 个 实 元 的 超 复数 , 记 作 A 


A= ìo + M+ À2j + Ask (A.1.44) 


车 将 ,j,k 视 为 基 矢 量 , 则 上 式 的 后 三 项 组 成 矢量 X. 因此 也 可 将 四 元 数 定义 为 一 
个 标量 Xo 和 一 个 矢量 X 的 集合 , 借用 加 法 符号 写作 


A=XÓ +A (A.1.45) 


标量 和 矢量 可 看 作 是 X = 0 或 Xo = 0 时 四 元 数 的 两 种 特例 .对 于 确定 的 基 , 设 
和 rr = 1,2,3) 为 矢量 A 的 投影 , 则 四 元 数 4 也 可 定义 为 4 个 标量 X(r = 0,1,2,3) 
的 集合 , 用 标量 列 阵 A) 表示 为 


AW = (Ao ÀM àz A3)” (A.1.46) 


四 元 数 遵 循 特殊 的 规则 进行 乘法 运算 , 以 空心 圆 点 “o。” 作 为 乘法 运算 符号 . 先 
定义 作为 特殊 四 元 数 的 标量 和 矢量 的 四 元 数 乘法 运算 . 标量 a 与 标量 6 之 间或 标 
量 a 与 矢量 a 之 间 的 四 元 数 乘积 遵从 一 般 乘法 运算 规则 


aoß=af, aoa=aa (A.1.47) 
矢量 a 与 矢量 b 的 四 元 数 乘积 等 于 由 标量 -a-b 与 矢量 a x b 组 成 的 四 元 数 

aob=-a-b+axb (A.1.48) 
矢量 的 点 积 和 又 积 可 利用 四 元 数 乘积 表示 为 


a-b=- (aob+boa)/2 
a x b = (a ob — bo a)/2 


一 般 情况 下 四 元 数 与 四 元 数 之 间 的 乘法 规则 可 从 式 (A.1.47), (A.1.48) 直接 导出 . 设 
四 元 数 A, M 分 别 为 


(A.1.49) 


A=N+A, M=mw+p (A.1.50) 
其 乘积 公式 为 


Ao M = (opo — À : B) + (Ao + Hoà + À x n) (A.1.51) 
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此 运算 过 程 也 可 利用 矩阵 运算 实现 . 设 A o M = N, 对 应 的 矩阵 运算 为 
NO = AMO (A.1.52) 


其 中 , MO, NO 为 M, N 的 标量 列 阵 , AO 为 4 的 按 以 下 定义 的 标量 方 阵 


vo ào 一 Xi —À2 一 Xs mo 
NO=|” |, a|% X% X MO= | t | (4.1.53) 
x | ` À X —A |' p2 
vs às -X A ào Ha 
四 元 数 乘法 显然 不 存在 交换 律 . 
将 四 元 数 4 中 的 矢量 改变 符号 后 形成 的 新 四 元 数 为 4 HRT, 记 作 4* 
A= MX 入 (A.1.54) 


四 元 数 4 及 其 共 轿 四 元 数 A 的 乘积 为 标量 , 称 为 四 元 数 的 范 数 或 模 , 记 作 JA], 


|A|=AcAt= "o A= +A +A +A (A.1.55) 
模 等 于 1 的 四 元 数 为 规范 四 元 数 ， 直 接 验 算 还 可 证 明 : PARTAR 
于 原 四 元 数 交 换 位 置 后 乘积 的 共 酸 四 元 数 


4oM = (M o A)* (A.1.56) 
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机 械 系统 的 运动 规律 由 系统 的 动力 学 微分 方程 的 解 确定 . 一 般 情 况 下 , 寻求 微 
分 方程 的 解析 积分 存在 数学 上 的 严重 困难 . 在 工程 实践 中 , 系统 的 某 种 特定 状态 , 如 
平衡 状态 或 周期 运动 常 与 机 械 系 统 的 正常 工作 状态 相对 应 . 运动 稳定 性 理论 避免 对 
微分 方程 求解 , 而 是 研究 微分 方程 的 特 解 在 干扰 作用 下 的 稳定 性 条 件 . 满足 稳定 性 
条 件 的 特 解 所 对 应 的 特定 状态 为 可 能 存在 的 实际 状态 . 


A.2.1 稳定 性 的 基本 概念 


1) 扰动 方程 
设 自由 度 为 f 的 动力 学 系统 的 运动 由 以 下 n = 2f 个 一 阶 常 微分 方程 组 描述 


Dj = Y; (Wy pa t) (¿=1,2,... ,n) (A.2.1) 


其 中 yj (i = 1,2,… ,n) 为 系统 的 状态 变量 , 即 广义 坐标 和 广义 速度 qq; G = 
1,2,…, f) 的 集合 或 正则 变量 qj,p;(i = 1,2,…, f) 的 集合 . 引入 n 维 列 阵 y = (yi), 
Y = (Y;), 将 方程 (A.2.1) 写作 矩阵 形式 


y=Y (y,t) (A.2.2) 


此 方程 的 特 解 y = v, (t) 对 应 于 系统 的 特定 运动 状态 , 如 平衡 状态 或 周期 运动 , 称 
为 系统 的 未 扰 运动 或 稳 态 运动 . 如 状态 变量 的 初 值 满足 y (to) = u, (to), 此 稳 态 运 
动 即 能 具体 实现 . 若 初 值 y (to) 偏离 y, (to), 系统 的 运动 将 偏离 稳 态 运 动 , 称 为 该 
稳 态 运动 的 受 扰 运 动 . 受 扰 运 动 y(t) 与 未 扰 运 动 ys (t) 为 同一 方程 (A.2.2) 的 解 ， 
但 对 应 于 不 同 的 初始 条 件 . 受 扰 运 动 与 未 受 扰 运 动 的 差 值 称 为 扰动 , 作为 新 的 变量 
z(t) 
z (t) = y (t) — y, (t) (A.2.3) 
z(t) 的 初 值 z(to) 称 为 初 扰动 . 从 方程 (A.2.2) 导出 扰动 应 满足 的 微分 方程 , 称 为 扰 
动 方程 
£= X(z,t) (A.2.4) 
其 中 
X (x,t) = Y (y, + z,t) — Y (us, t) (A.2.5) 
系统 的 未 扰 运 动 解 y = v, (t) 与 扰动 方程 的 零 解 z(t) = 0 完全 等 价 . 
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2) 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定义 
判断 系统 的 稳 态 运动 是 否 稳定 ， 即 判断 当 状态 变量 受到 微小 初 扰动 后 ， 其 受 
扰 运 动 规律 是 否 仍 接近 未 扰 运 动 规律 . 或 判断 扰动 方程 的 解 是 否 保持 在 零 值 附近 . 
1892 年 李 雅 普 诺 夫 首 先 给 出 稳定 性 概念 的 严格 数学 定义 . 
定义 一 车 给 定 任意 小 的 正 数 <, 存在 正 数 6, 对 于 一 切 受 扰 运 动 , 只 要 初 扰动 满足 
|z(to)| < ô, 对 于 所 有 t > to 均 有 |z(t)| < e, 则 称 未 扰 运 动 ye (t) 为 稳 
定 . 上 述 稳定 性 定义 的 几何 解释 为 : 相 空 间 内 以 零点 为 中 心 作 |z| = e 的 
球面 S, 和 |z| = 6 的 球面 Ss, 从 S; 内 出 发 的 每 一 条 相 轨 迹 限制 在 
S, 以 内 (图 A.1 曲线 a). 
定义 二 若 未 扰 运 动 稳定 , 且 当 t 一 co 时 均 有 let) — 0, 则 称 未 扰 运 动 y(t) 为 
渐 近 稳定 . 渐 近 稳定 的 几何 解释 为 : 相 空 间 内 从 S; 出 发 的 每 一 条 相 轨 
迹 都 渐 近 地 向 原点 趋 近 (图 A.1 曲线 b). 
定义 三 ， 车 存在 正 数 <， 对 任意 小 正 数 5， 存 在 受 扰 运 动 y(t)， 当 其 初 扰动 满足 
jz(to)| < ô 时 , 存在 时 刻 ti > to, 满足 |e(ti)| = e, 则 称 未 扰 运 动 y(t) 
为 不 稳定 . 不 稳定 的 几何 解释 为 : 无 论 相 空间 内 的 S, 选择 如 何 小 , 总 有 
一 条 从 S; 内 出 发 的 相 轨 迹 最 终 达到 S. 的 边界 (图 A1 曲线 c). 


图 A.1 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 的 几何 解释 


A.2.2 FEREARE 


1892 年 李 雅 普 诺 夫 提出 无 需 对 扰动 方程 求解 , 而 是 根据 扰动 方程 本 身 直接 判 
断 其 零 解 稳 定性 的 直接 方法 ， 李 雅 普 诺 夫 直 接 方法 要 求 构造 具有 某 种 性 质 的 函数 ， 
称 为 李 雅 普 诺 夫 函 数 , 计算 该 函数 沿 扰动 方程 解 的 全 导数 , 使 之 与 扰动 方程 相 联系 ， 
从 而 估计 受 扰 运 动 解 随时 间 推移 的 变化 趋势. 

1) 定 号 、 半 定 号 和 不 定 号 函数 
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HRA V (z) 为 n 维 状态 空间 z = (zl,z2，…… , Za) 的 原点 邻 域内 定义 的 单 值 
连续 实 函数 ， 
定义 一 ， 若 (z) 当 且 仅 当 z = 0 NRP, V (0) = 0, 而 对 z = 0 的 邻 域内 任 
何 z Z 0 的 值 恒 取 正 值 (或 负 值 ), BD z Z 0 Bf V (z) > 0 (BÑ < 0) , MJ 
称 V (z) 为 正定 (或 负 定 ) 函数 . 正定 与 负 定 函数 统称 为 定 号 函数 . 
定义 二 : 3⁄ V(z) 在 z = 0 时 取 零 值 , V(0) = 0, 而 对 z = 0 的 邻 域内 任何 
z + 0 的 值 均 不 小 于 (或 不 大 于 ) $, Bl z Z 0 F V (z) > 0( 或 < 0), 则 称 
V(z) 为 半 正定 (或 半 负 定 ) 函 数 . 半 正 定 与 半 负 定 函数 统称 为 半 定 号 函数 . 
EXE: # V (e) 在 z = 0 HRF, V (0) = 0, 而 对 z = 0 的 任意 小 邻 域内 任何 
z # 0 的 值 既 可 取 正 值 , 也 可 取 负 值 , 则 称 V (z) 为 不 定 号 函数 . 
2) 李 雅 普 诺 夫 定理 
不 显 含 时 间 变量 t 的 系统 称 为 自治 系统 , 其 扰动 方程 为 


之 一 X(z) (A.2.6) 


其 中 n 维 列 向 量 z = (z;) 为 稳 态 运动 的 扰动 , 函数 列 阵 X = (X;) 不 显 含 时 间 t. 

关于 自治 系统 的 李 雅 普 诺 夫 直 接 方法 基于 以 下 3 个 基本 定理 : 

定理 一 : 若 能 构造 一 个 可 微 正 定 函数 V (z), 使 沿 扰动 方程 (A.2.6) 解 曲线 计算 的 
全 导数 V 为 半 负 定 或 等 于 零 , 则 系统 的 未 扰 运 动 稳定 . 

定理 二 ， 若 能 构造 一 个 可 微 正定 函数 V (z), 使 沿 扰动 方程 (A.2.6) 解 曲线 计算 的 
全 导数 V 为 负 定 , 则 系统 的 未 扰 运 动 渐 近 稳定 . 

定理 三 ， 若 能 构造 一 个 可 微 正定 、 半 正定 或 不 定 号 函数 V(z), 使 沿 扰动 方程 (A.2.6) 
解 曲线 计算 的 全 导数 V 为 正定 , 则 系统 的 未 扰 运 动 不 稳 定 . 

从 几何 观点 出 发 作 不 严格 但 直观 的 证 明 . 设 扰动 变量 为 二 维 , z = (zi, zz). 在 
(zu zə, V) 三 维 空间 内 作 正 定 的 函数 曲面 X. 此 曲面 在 原点 处 与 (z1,z2) 平面 相 切 . 
以 原点 为 中 心 , Æ (21,22) 相 平面 内 作 半 径 为 = WA 5.. 过 S, 作 柱 面 与 5 交 于 
51, 过 S, 曲线 的 最 低 点 作 平 面 V = 常数 与 F> 相交 于 S, S, 在 相 平 面 上 的 投影 
Ss 是 与 S, 相 切 的 封闭 曲线 , 选择 此 封闭 曲线 的 内 切 圆 为 5;( 图 A.2). 若 V 沿 扰动 
方程 (3.1.5) 解 曲线 计算 的 全 导数 V 为 半 负 定 或 等 于 零 , 则 从 S, 出 发 的 任意 相 点 
P 在 了 上 的 对 应 点 P 的 运动 不 可 能 上 行 而 必 局 限于 S, 曲线 的 下 方 , 因此 从 S, 
内 出 发 的 每 一 条 扰动 方程 的 相 轨 迹 均 不 能 越 出 S.. 根据 李 雅 普 诺 夫 的 定义 一 , 未 
扰 运 动 稳定 . E V 为 负 定 , 则 P 的 运动 必 沿 x 曲面 下 降 至 最 低 点 , 在 相 平面 内 对 
应 的 P 点 必 向 原点 趋 近 . 根据 李 雅 普 诺 夫 的 定义 二 , 未 扰 运动 渐 近 稳定 . 若 V 不 
定 而 V 为 正定 , WE V >0 区 域内 出 发 的 P' 的 运动 必 沿 5 曲面 上 升 , 相 平面 内 的 
P 点 必 相 应 地 不 断 远 离 原 点 而 达到 任意 指定 的 S, 的 边界 (图 A.3). 根据 李 雅 普 诺 
夫 的 定义 三 , 未 扰 运 动 不 稳 定 . 
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图 A.2” 李 雅 普 诺 夫 定理 一 、 二 的 几何 解释 


图 A.3 李 雅 普 诺 夫 定理 三 的 几何 解释 


3) 拉 格 朗 日 定理 

对 于 任意 自由 度 的 保守 系统 , 取 系统 的 哈密 顿 函数 .jp = T + V 为 李 雅 普 诺 夫 
函数 , 其 中 的 动能 T 为 广义 速度 的 正定 二 次 齐 函 数 . 将 平衡 位 置 作为 势能 的 零点 ， 
若 势 能 V 在 平衡 位 置 取 孤 立 极 小 值 , 则 V 为 广义 坐标 的 正定 函数 . 因此 = T+V 
为 包含 广义 坐标 和 广义 速度 在 内 的 全 部 扰动 变量 的 正定 函数 .由 于 保守 系统 存在 
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能 量 积分 , 任何 受 扰 运动 对 应 的 T + V 均 保 持 常数 ， 其 沿 扰动 方程 解 曲线 的 全 导 
数 2 必 等 于 零 . 根据 李 雅 普 诺 夫 的 定理 一 , 平衡 位 置 稳定 . 从 而 证 明 : 车 势能 V 在 
平衡 位 置 取现 立 极 小 值 , 则 保守 系统 的 平衡 稳定 . 

作为 拉 格 朗 日 定理 适用 范围 的 推广 , 对 于 参考 坐标 系 做 匀速 转动 的 非 定常 约束 
情形 , 存在 广义 能 量 积分 H = T, + V°, 即 第 3 章 中 的 式 (3.4.19). 可 理解 为 系统 
在 动 坐标 系 内 运动 的 相对 动能 与 相对 势能 之 和 守恒 . 因此 若 选择 T + V" 为 李 雅 
普 诺 夫 函 数 , 不 难 证 明 以 下 推论 : 匀速 转动 坐标 系 内 系统 相对 平衡 稳定 性 的 充分 条 
件 为 相对 势能 V* 取 孤 立 极 小 值 . 
A.2.3 ”一 次 近似 稳定 性 理论 


虽然 李 雅 普 诺 夫 直 接 方法 理论 上 适用 于 一 切 非 线性 系统 , 但 由 于 缺乏 普遍 适用 
的 构造 李 雅 普 诺 夫 函数 的 方法 , 因此 在 实际 应 用 时 存在 困难 . 线性 系统 是 一 种 特殊 
的 动力 学 系统 , 由 于 线性 常 系数 常 微分 方程 组 的 数学 理论 已 发 展 得 十 分 完善 , 可 以 
提供 更 简便 的 稳定 性 判断 方法 ， 因 此 在 工程 设计 中 , 常 将 原 系统 的 非 线性 项 略 去 ， 
近似 地 化 作 线性 系统 , 称 为 一 次 近似 系统 . 但 原 系统 和 简化 的 线性 系统 是 两 个 不 同 
的 系统 , 仅 在 满足 确定 的 条 件 下 , 方 能 利用 一 次 近似 系统 的 分 析 结 果 判 断 原 非 线性 
系统 的 稳定 性 . 

1) 线性 系统 的 稳定 性 准则 

包含 n 个 状态 变量 的 定常 系统 (A.2.6) 当 扰动 足够 微小 时 , 将 其 右 项 展 成 泰勒 
级 数 , 略 去 扰动 的 二 次 以 上 微量 , 化 作 原 系统 的 一 次 近似 方程 


ë= Az (A.2.7) 


其 中 n xn 系数 矩阵 A = (ay) 为 在 z = 0 处 函数 X 相对 变量 z 的 雅 可 比 矩 阵 
š OxXi 


we W (6j=1,2,-...,n) (A.2.8) 
设 方程 (3.4.3) 的 解 为 
æ= Be" (A.2.9) 
其 中 B = (B;) 为 n 维 常 值 列 阵 , 代入 方程 (A.2.7), 得 到 
(A-sE)B=0 (A.2.10) 
B 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 为 系数 行列 式 等 于 零 
|A—sE|=0 (A.2.11) 


展开 后 得 到 s 的 n 次 代数 方程 , BERE 4 的 特征 方程 . 此 方程 的 根 为 矩阵 的 特征 
值 . 方程 组 (A.2.7) 的 零 解 稳定 性 可 根据 特征 值 的 实 部 符号 判定 . 归纳 为 以 下 定理 : 
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定理 一 若 所 有 特征 值 的 实 部 为 负 , 则 线性 方程 组 的 零 解 渐 近 稳定 . 

定理 二 若 至 少 有 一 特征 值 的 实 部 为 正 , 则 线性 方程 组 的 零 解 不 稳定 .具有 正 实 
部 特征 值 的 数目 称 为 不 稳定 度 . 

定理 三 ， 若 存在 零 实 部 的 特征 值 , 且 为 单 根 , 其 余 根 无 正 实 部 , 则 线性 方程 组 的 堆 
解 稳定 , 但 不 是 渐 近 稳定 . 若 为 重 根 , 则 零 解 不 稳定 . 

2) 李 雅 普 诺 夫 一 次 近似 理论 

在 线性 方程 (A.2.7) 的 推导 过 程 中 , 由 于 咯 去 高 次 项 已 完全 不 同 于 原 方程 (A.2.6). 
李 雅 普 诺 夫 一 次 近似 理论 分 析 从 一 次 近似 方程 推断 原 方程 稳定 性 的 条 件 . 归纳 为 以 
下 定理 . 
定理 一 : 车 一 次 近似 方程 的 所 有 特征 值 实 部 均 为 负 , 则 原 方程 的 零 解 渐 近 稳定 . 
定理 二 : 若 一 次 近似 方程 至 少 有 一 特征 值 实 部 为 正 , 则 原 方程 的 零 解 不 稳定 . 
定理 三 ， 若 一 次 近似 方程 存在 零 实 部 的 特征 值 ， 其 余 根 无 正 实 部 ， 则 不 能 判断 原 

方程 的 零 解 稳定 性 . 

上 述 第 一 种 和 第 二 种 情况 与 线性 方程 组 的 零 解 渐 近 稳 定 和 不 稳定 的 条 件 完全 
一 致 , 因此 可 直接 根据 一 次 近似 方程 判断 原 方程 的 稚 解 稳定 性 . 第 三 种 情况 为 介 于 
前 两 种 情况 之 间 的 临界 情况 , 虽 满 足 线性 方程 组 的 零 解 稳定 性 条 件 , 但 不 能 判断 原 
方程 的 零 解 稳定 性 . 

3) 劳 斯 - 赫 尔 维 茨 判 据 

以 上 分 析 表明 , 一 次 近似 方程 的 全 部 特征 值 实 部 为 负 是 一 次 近似 方程 的 , 也 是 
原 方程 的 零 解 渐进 稳定 的 充分 条 件 . 1895 年 提出 的 劳 斯 ~ 赫 尔 维 茨 判 据 是 判断 此 条 
件 是 否 满足 的 实用 方法 . 设 线性 方程 组 的 特征 方程 (A.2.11) 展开 后 的 一 般 形式 为 


商机 二 msn 十 .十 aw 1 二 aa (A.2.12) 


规定 其 中 a > 0. 将 此 方程 的 系数 按 以 下 规则 构成 n 阶 方 阵 D: 
1) 将 a1,02,… ,an 依次 排列 为 对 角 线 元 素 . 
2) 任意 第 行内 , 自 对 角 线 元 素 ak 向 左 的 元 素 依次 按 ak+l;ak+2,…… ,an 排列 , an 
以 后 的 元 素 为 零 . 
3) 自 ak 向 右 的 元 素 依次 按 ak_1,ak-2,… ,ao 排列 , ao 以 后 的 元 素 为 零 . 
a a 0 0 0 0 … 0 
as a a a 0 O … 0 


D=| as aa as a a ao + 0 (A.2.13) 


0 0 0 0 0 O … a 
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D 矩阵 的 n 个 主子 行列 式 Ali = 1,2,…,n) 称 为 多 项 式 (3.4.14) 的 赫 尔 维 茨 行 
列 式 


al ao 0 
Q: 
A=a, 4h2=|" % i As=|as aa al, ... (A.2.14) 
as a 
as a4 as 


定理 : 代数 方程 (A.2.12) 的 所 有 根 均 有 负 实 部 的 充分 与 必要 条 件 为 所 有 的 赫 尔 维 
茨 行列 式 均 大 于 零 , 即 


Ak>0 (k=1,2,...,n) (A.2.15) 
对 于 几 种 低 阶 情形 , 上 述 条 件 可 予以 简化 , 在 表 A.2 中 列 出 
表 A.2 

n 劳 斯 - RRRA 

1 qo >00, a >0 

2 ao > 0, a > 0, a2 > 0 

3 ao > 0， al 或 az > 0, as > 0， aya2— agag > 0 

4 ao > 0,al > 0,az 或 aas > 0,a4 > 0, as (a1a2 — aoas) — afas > 0 

5 ao > 0， al 或 az > 0, as 或 a4 > 0, as > 0, aiaz — aoas > 0 


(aiaz — aoas) (asa4 — azas) — (a1a4 — aoas)? > 0 
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A.3.1 ， 相 平面 上 的 奇 点 
讨论 由 以 下 一 阶 常 微分 方程 组 描述 的 动力 学 系统 , 方程 中 不 显 含 时 间 变量 t 


£= P (z,y) (A.3.1a) 
p= Q(z,y) (A.3.1b) 


这 类 方程 描述 的 力学 系统 称 为 自治 系统 . 确定 此 系统 运动 状态 的 状态 变量 z,y 对 
应 于 (z,y) 平面 上 点 的 坐标 , 称 为 相 平 面 和 相 点 .方程 组 (A.3.1) 的 解 z(t),y (t) 
在 相 平面 上 所 确定 的 曲线 称 为 相 轨 迹 . 系统 的 运动 过 程 可 抽象 为 相 点 沿 相 轨 迹 
的 移动 过 程 . 系统 的 全 部 相 轨迹 曲线 族 直 观 地 表示 出 此 力学 系统 可 能 发 生 的 运动 
Man. 

将 方程 (A.3.1a) 与 (A.3.1b) 相 除 消去 时 间 微分 , 得 到 只 含 未 知 变量 z 和 y 的 
一 阶 常 微分 方程 

dy _ Q(z,Y) 


G= PD (A.3.2) 


此 方程 表示 相 平 面 上 各 点 的 位 置 与 过 该 点 的 相 轨 迹 切 线 斜率 之 间 的 对 应 关系 . 若 此 
关系 为 一 一 对 应 , 则 方程 (A.3.2) 唯一 地 确定 相 平面 内 的 方向 场 以 及 由 它们 连 成 的 
积分 曲线 族 . 

相 平 面 内 可 能 存在 一 些 特殊 点 (z。,ys), 为 以 下 方程 的 解 


P (zs, Ys) = 0 (A.3.3a) 
Q (Ts, Ys) = 0 (A.3.3b) 


在 这 些 特殊 点 上 , 相 轨 迹 无 确定 的 斜率 方向 . 可 能 有 一 条 以 上 相 轨 迹 通 过 或 根本 无 
相 轨 迹 通过 . (zo, ye) 称 为 方程 (A.3.2) WRA. 奇 点 有 各 种 不 同类 型 , 以 下 几 种 典 
型 方程 的 奇 点 均 位 于 坐标 原点 上 : 


1) s- _ 


此 方程 可 分 离 变量 积分 , 得 到 


(A.3.4) 


ar? +y = C (A.3.5) 
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积分 曲线 的 几何 性 质 取决 于 常数 a 的 符号 . a > 0 时 相 轨 迹 为 围绕 奇 点 的 相似 椭圆 
族 , a = 1 时 为 圆 族 , 这 类 奇 点 称 为 中 心 . a < 0 时 相 轨 迹 演 变 为 双 曲 线 族 , 奇 点 称 
为 鞍点 ( 见 图 A.4). 


L 


1>a>0 


图 A.4 ”中心 和 鞍点 
2) u = (A.3.6) 
也 可 分 离 变 量 积分 , 得 到 
y = Cr (A.3.7) 


积分 曲线 的 几何 性 质 也 取决 于 常数 a 的 符号 . a > 0 时 相 轨 迹 为 通过 奇 点 的 指数 曲 
线 族 , a = 1 时 为 射线 族 , 这 类 奇 点 称 为 结 点 . a < 0 时 相 轨 迹 演变 为 双 曲线 族 , 奇 
点 又 成 为 鞍点 ( 见 图 A.5). 


s === A (A38) 
1>a>0 
图 A.5 结 点 和 鞍点 


È = = rcosé,y = rsin é, 将 直角 坐标 z, y 变换 为 极 坐标 r, 4, 方程 (A.3.8) 可 
化 作 
gr (A.3.9) 
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分 离 变量 积分 , 得 到 
r = Ceoy (A.3.10) 


积分 曲线 是 围绕 奇 点 的 对 数 螺 线 族 , 这 类 奇 点 称 为 焦点 ( 见 图 A.6). 在 a = 0 的 特 
殊 情 形 , 螺 线 转变 为 圆 , 奇 点 为 中 心 . 

相 平 面 上 的 奇 点 往往 与 力学 系统 的 平衡 状态 相对 应 . 上 述 4 种 不 同类 型 的 奇 
点 : 中 心 、 鞍 点 、 结 点 和 焦点 , 其 附近 的 相 轨迹 具有 不 同 的 几何 特征 . 4 类 奇 点 中 ， 
中 心 附近 的 相 轨迹 局 限于 奇 点 附近 的 某 个 邻 域 以 内 , 对 应 的 平衡 状态 稳定 . 鞍点 附 
近 的 相 轨 迹 无 限 远离 奇 点 , 对 应 的 平衡 状态 不 稳定 . 对 于 结 点 和 焦点 , 则 必须 引入 
时 间 变量 , 根据 相 点 随时 间 变化 的 运动 走向 判断 所 对 应 平衡 状态 的 稳定 性 . 如 相 点 
沿 相 轨迹 向 奇 点 趋 近 , 则 平衡 状态 为 渐 近 稳定 ; 反之 , 如 相 点 远离 奇 点 , 则 平衡 状态 
不 稳定 . 

以 上 分 析 表 明 , 无 需 对 微分 方程 作 积分 运算 , 根据 方程 (A.3.2) 的 奇 点 分 布 和 
类 型 即 可 对 动力 学 系统 (A.3.1) 运动 性 态 的 概貌 作出 定性 的 判断 . 


v 


图 A.6 焦点 


A.3.2” 奇 点 的 判别 式 


不 失 一 般 性 , 将 奇 点 (zs,ys) 取 作 坐 标 原点 ，z,y 视 为 相 点 偏离 奇 点 的 微小 增 
Tt. 将 函数 P(x,y), Q (z, v) 在 奇 点 附近 展 成 舌 级 数 


P (z,y) =az+by+P(z,y) 
Q (z,y) = cz + dy + Q2 (2,4) 


系数 a,b,c,d 为 P (2£,y), Q (z, v) 在 奇 点 (To, Ya) 处 的 偏 导数 值 


(4.3.11) 
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pr š tia (A.3.12) 
e= (82)... a= (%).., 


P>, Qo 为 z,y 的 二 次 以 上 多 项 式 . 将 式 (A.3.11) 代入 方程 (A.3.1), 略 去 Pz, Q2, 导 
出 原 方程 的 一 次 近似 式 


j=artby (A.3.13a) 
= cz + dy (A.3.13b) 
对 应 的 相 轨迹 方程 为 
YYy_ ez dy (A.3.14) 
dr ar+b 
作 以 下 线性 变换 
gmas Bu (A.3.15) 
n = Yz + óy 
适当 选择 系数 a, 6,m, 6, 使 方程 组 (A.3.13) 变换 为 
£= SIE (A.3.16a) 
ù = San (A.3.16b) 
相 轨 迹 方程 (A.3.14) 变换 为 


由 于 线性 变换 不 改变 奇 点 的 类 型 , (z, y) 平面 的 奇 点 可 根据 (€, n) 平面 的 奇 点 作出 
判断 . 将 (A.3.13), (A.3.15) 等 式 代入 方程 (A.3.16), $ £ =n = 0 导出 
[(a — Si)e + c8]z + [be + (d — S.) jy = 0 (A.3.18a) 
[(a — S2) y + có] z + [by + (d — $2)dy=0 (A.3.18b) 
要 使 上 式 对 z,y 的 任意 值 都 成 立 , 系数 必须 为 零 . 由 此 导出 分 别 包含 p 和 ,6 的 
两 组 齐 次 线性 代数 方程 组 
(a—S)e+c8= 0 (A.3.19a) 
be+(d-S,)8=0 (A.3.19b) 
(a—52)y+ci=0 (A.3.20a) 
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m+(d— 52)6=0 (A.3.20b) 


为 保证 方程 组 (A.3.19) 中 的 a, 8 和 (A.3.20) 中 的 y,5 有 非 零 解 , 要 求 51, 52 为 以 
下 特征 方程 的 根 


a-S c es m 3. 
, a-s|-®-?s+a=0 (A.3.21) 
解 出 
S12=3 (p+ VP 4) (A.3.22) 
参数 p,q 定义 为 
p=a+d, q=ad—bc (A.3.23) 
讨论 几 种 不 同情 况 : 
Dp-4>0 


51,52 为 二 实 根 . 如 g > 0, 则 S, 与 S, 同 号 . 与 式 (A.3.6) 对 照 , 可 以 判断 方程 
组 (A.3.19) 和 (A.3.20) 的 奇 点 为 结 点 . 如 q < 0, 则 S, 与 S, 异 号 , 奇 点 为 鞍点 . 

2) p? -4q < 0 

Sa, S2 IRIE. 变量 ,7 可 用 极 坐标 表示 为 


€=re$, n=re* (A.3.24) 
则 方程 (A.3.17) 可 化 作 与 (A.3.9) 相同 的 形式 
dr _ p 
rr is ( = =) r (A.3.25) 
BÈ p = 0 时 奇 点 为 中 心 的 特殊 情形 以 外 , p Z 0 时 奇 点 为 焦点 . 
上 述 结论 归纳 为 表 A.3. 
# A.3 
p. — 44 P q 奇 点 类 型 
=0 任意 中 心 
<0 <0 任意 稳定 焦点 
>0 任意 不 稳定 焦点 
<0 >0 稳定 结 点 
>0 >0 >0 不 稳定 结 点 
任意 <0 BA 


A.3.3 ”复数 方程 的 奇 点 类 型 


引入 复 变 量 z, 定义 为 
z=7+iy (A.3.26) 


+ 386 - 陀螺 力学 (第 二 版 ) 


z 的 复数 平面 即 前 面 定 义 的 相 平面 . 令 方程 (A.3.1b) 乘 i 再 与 (A.3.1a) 相 加 , 化 作 
复数 方程 

z+R(z,z)=0 (A.3.27) 
其 中 R = P+iQ,z 为 z RA. 以 复数 Z, 表示 相 平 面 的 奇 点 , 即 方程 (A.3.27) 
的 常 值 特 解 , 满足 

R(ze, 88) = 0 (A.3.28) 

3 A.4 中 列 出 8 种 线性 复数 方程 的 奇 点 z, = 0 所 属 类 型 . 只 须 将 所 列 各 复数 方程 
的 虚 、 实 部 分 开 , 利用 表 A.3 一 一 判断 , 即 能 证 实 其 正确 性 . 


表 A.4 

复数 方程 奇 点 类 型 

żżikz=0 中 心 

š +ikzg=0 鞍点 

z+cz=0 稳定 结 点 

Zz—cz=0 不 稳定 结 点 

¿+cz=0 鞍点 
ż+(cŁik)z=0 稳定 焦点 
ż-(cŁik)z=0 不 稳定 焦点 
żt(cŁik)ž=0 鞍点 


如 线性 方程 右边 有 常 值 非 齐 次 项 存在 , z, Z 0, 仅 须 将 变量 > 置换 为 z1 — zs, 即 
化 作 z 的 齐 次 方程 . 其 奇 点 类 型 仍 可 根据 表 A.4 判断 而 不 受 常 值 非 齐 次 项 的 影响 . 
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A 
80, 382 
B 


鞍点 saddle 


摆 式 罗 经 gyro-compass with pendulum 
134 
摆 性 系数 pendulum coefficient 79 
半 定 号 函数 ”semidefinite function 376 
本 体 极 迹 polhode 37 
比 力 specific force 63 
并 矢 dyad 367 
泊 松 方程 ”Poisson's equations 292 
不 等 刚度 力矩 torque of different rigidness 
101 
不 定 号 函数 indefinite function 375 
不 稳定 unstable 375 
C 
侧 摆 运动 whirling motion 98 
初 扰动 initial disturbance 374 
赤道 惯性 矩 ”equatorial moment of inertia 
29 
赤道 面 equatorial plane 18 
赤道 轴 equatorial axis 29 
D 


达尔 布 坐 标 系 ”Darboux's coordinates frame 
62 

单轨 车 肛 monorail 168 

单 陀螺 稳定 器 ”single gyro-stabilizer 169 
德 布 拉 -德尔 普 区 ”Debra-Delp's region 

295 


等 效 刚体 equivalent rigid body 255 

等 效 刚体 惯性 张 量 inertia tensor of 
equivalent rigid body 255 

等 效 惯性 矩 “equivalent moment of inertia 
288 

地 理 坐 标 系 geographic coordinates frame 
64 

地 球 引力 矩 gravitational torque of earth 
289 

第 二 类 加 速度 误差 
error 146 

电 控 陀 螺 罗 经 
compass 147 

定 号 函数 ”sign-definite function 375 

定 轴 性 ”property of fixed axis 34 

动力 调谐 陀螺 dynamically tuned gyroscope 
193 

动量 矩 angular momentum 30 

动量 矩 定理 ”theorem of angular momentum 
33 

动量 矩 积 分 angular momentum integral 
36 

动量 和 矩 椭 球 ellipsoid of angular momentum 
37 

动量 矩 坐标 系 coordinates frame of angular 
momentum 39, 348 

动能 kinetic energy 31 

动能 椭 球 ellipsoid of kinetic energy 32 

多 环 调谐 陀螺 ”tuned gyroscope with multi- 
rings 201 


second acceleration 


electric-controlled gyro- 
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E 
二 重 积分 陀螺 ”double integrating gyroscope 
95 
F 


翻身 陀螺 tip-top 332 
反作用 飞轮 reaction wheel 320 
方向 余弦 矩阵 direct-cosine matrix 6, 368 
放大 因子 amplification factor 82 
非 完 整 约束 ”nonholonomic constraint 23 
分 岔 bifurcation 314, 320 
分 隔 线 separatrix 80 
复 摆 ”perdulum 79 
傅 科 陀螺 ”Foucalt's gyroscope 90 
俯仰 角 pitch angle 20 

G 


干扰 力矩 disturbance torque 51 
RUBEREBE stiffness matrix 166 

刚体 rigid body 4 

刚体 定点 运动 ”motion of rigid body about a 
fixed point 4, 35 

跟踪 现象 tracking phenomenon 199, 245 
Jk% conjugate dyad 371 
Jt conjugate quaternion 373 
有 频率 natural frequency 81 

惯性 积 product of inertia 28 

惯性 矩 moment of inertia 27 

惯性 矩阵 inertia matrix 28, 166 

惯性 椭 球 inertia ellipsoid 29 

惯性 张 量 inertia tensor 30 

惯性 主轴 
广义 动量 generalized momentum 68 
广义 动量 积分 integral of generalized 
momentum 68 

广义 力 generalized force 68 

广义 能 量 generalized energy 69 
广义 能 量 积分 integral of generalized energy 
44 


principal axis of inertia 29 


广义 速度 generalized velocity 68 
广义 坐标 generalized coordinates 44 
轨道 静止 卫星 ”earth-pointing satellite 293 
轨道 坐标 系 orbital coordinates frame 289 
规则 进 动 regular precession 41 
滚动 角 roll angle 20 
过 调谐 excessive tuning 198 

H 


哈密 顿 函数 Hamiltonian function 69, 293 
哈密 顿 正则 方程 ”Hamilton's canonical 
equations 70, 351 
AIREÉHE Helmholtz’s equation 263 
幸 尔 维 茨 行列 式 Hurwitz's determinant 
380 
恒 速 约束 constraint of constant speed 57 
混沌 运动 chaotic motion 346 

J 


迹 点 trace point 98 

迹 线 trace path 98 

极点 polar point 45 

极点 轨迹 ”trajectory of polar point 45, 106 
极 惯性 矩 ”polar moment of inertia 29 
极 轴 polar axis 18, 29 

基 矢 量 basis vector 370 

基 座 base 53 

积分 陀螺 integrating gyroscope 95 

加 速度 误差 ”acceleration error 113, 137 
渐 近 法 asymptotic method 212 

渐 近 稳定 ”asymptotic stability 375 

简单 陀螺 体 simple gyrostat 283 
简化 劳 斯 方程 “simplified Routh's equations 
74 
简化 劳 斯 函数 
73 

焦点 focus 81, 383 

角 加 速度 angular acceleration 12 
角速度 angular velocity 11 


simplified Routh’s function 


名 词 索引 
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结 点 node 81,382 

进 动 precession 34 

进 动 方程 ”precession equations 59 

进 动 角 precession angle 7 

进 动 理论 precession theory 59 

进 动 性 property of precession 34 

径 向 修正 radial correction 109 

径 向 修正 矩阵 “matrix of radial correction 
166 
静电 陀螺 
gyroscope 221 

均匀 涡 旋 运动 ”homogeneous vortex motion 
260 


electrostatically suspended 


K 
卡尔 丹 角 Cardam’s angle 9 
IURA Celtic stone 341 
开尔文 - 泰 特 - 切 塔 耶 夫 定理 Kelvin-Tait- 
Chetayev theorem 168 
空间 极 迹 herpolhode 37 
空间 陀 媒 罗 经 space gyro-compass 155 
控制 力矩 陀螺 ”control momemt gyroscope 
96 
库仑 摩擦 ”Coulumb’s friction 129, 332 
框架 陀螺 仪 gimbals gyroscope 18 

L 


拉 格 朗 日 定理 ”Lagrange's theorem 377 
拉 格 朗 日 方程 Lagrange’s equation 67 
拉 格 朗 日 函数 Lagrangian function 43, 68 
拉 格 朗 晶 区 Lagrange’s region 295 
莱 查 坐标 系 Resal’s coordinates frame 7 
莱 金 斯 - 普 林 格 尔 平衡 ”Likins-Pringle's 
equilibrium 298 

劳 斯 方程 Routh’s equations 71 
劳 斯 函数 ”Routh's function 71 

劳 斯 - 赫 尔 维 芯 判 据 Routh-Hurwitz 
criterion 379 

理想 流体 ideal fluid 254 


理想 约束 ideal constraint 57 
李 雅 普 诺 夫 定理 Lyapunov’s theorem 376 
李 雅 普 诺 夫 函数 Lyapunov’s function 
295, 375 
李 雅 普 诺 夫 直 接 方 法 Lyapunov’s direct 
method 295, 375 
连 体 坐标 系 ”body-fixed coordinates frame 
5 
临界 转速 critical speed 98 
流 场 flow ñeld 252 
M 


马 格 努 斯 公式 Magnus’s formula 175 
马 格 努 斯 三 角形 “Magnus's triangle 282 
N 


挠 性 陀螺 ”Hexible suspended gyroscope 
188 

内 于 随机 性 ”intrinsic stochastic process 
346 

内 环 inner ring 17 , 

内 环 组 合体 combination of inner ring 56 

能 量 积分 energy integral 36, 69 

能 量 椭 球 energy ellipsoid 32 

拟 规则 进 动 pseudo-regular precession 165 

逆 进 动 retrograde precession 41 

SHERU viscous effect 275 

HHZZ swing motion 196 

HHR constraint by torsional rod 

o 

欧 拉 - 罗 德里 格 参数 ”Euler-Rodriques's 
parameters 13 

欧 拉 定理 ”Euler's theorem 5 

欧 拉 方程 Euler’s equations 35 

欧 拉 角 Euler's angles 7 

欧 拉 - 班 案 运 动 ” Euler-Poinsot’s motion 37 

欧 拉 水 动力 学 方程 Euler's hydrodynamic 
equation 263 


188 


.390. 


P. 


盘旋 turning motion 111 
ARÉ turning error 112 
庞 加 莱 映射 ”Poincar6's mapping 347 
偏 航 角 yaw angle 20 

偏心 距 矢量 eccentricity vector 97 
漂移 drift 26,51 

漂移 率 drift rate 26 

平衡 环 equilibrium ring 190 

平均 涡 量 average vortex 264 

平台 platform 18 


Q 
奇 点 singular point 38, 381 
起 旋 spin- up 303 
欠 调 谐 deficient tuning 198 
强 阻尼 摆 strong damped pendulum 87 
R 


扰动 disturbance 374 
扰动 方程 disturbance equations 374 
茹 可 夫 斯 基 势 函数 Rhukovsky potential 
255 

s 
三 环 陀螺 gyroscope with three rings 59 
塞 菜 -安道 耶 状态 变量 ”Serret-Andoyer's 
state variables 227, 348 
摄 动力 矩 ”perturbation torque 249 
剩余 刚度 redundant rigidity 198 
视 运 动 observed motion 108, 132 
施 利克 消 摆 器 Schlick stabilizer 168 


受 迫 规则 进 动 forced regular precession 47 


受 迫 振动 
受 扰 运 动 
FWAR 


forced vibration 82 
perturbed motion 374 
Schuler’s frequency 90 
AWR Schuler’s condition 90 
AFW Schuler’s period 90 
双重 时 间 尺 度 double scale of time 212 
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双 转 子 陀 螺 罗 经 gyro-compass with double 
rotors 151 
双 自 旋 卫 星 dual-spin satellite 283 
瞬时 转动 轴 instantaneous axis of rotation 
11 
速度 势 ”velocity potential 254 
速度 误差 speed error 111, 137 
速率 陀螺 rate gyroscope 93 
四 陀螺 稳定 器 “four- gyros-stabilizer 171 
四 陀螺 系统 four- gyros system 76 
四 元 数 quaternion 369 
随机 漂移 random drift 346 
T 


调谐 条 件 tuning conditions 192, 198 
调谐 转速 tuning speed 198 

汤姆 孙 平 衡 Thomson's equilibrium 
298 

陀螺 摆 gyro-pendulum 114 
PEIRE gyro- semicompass 133 
陀螺 垂直 仪 gyro-vertical 109 

陀螺 方位 仪 gyro-orientation indicator 
150 

陀螺 力 geric force 67 

陀螺 力矩 gyroscopic moment 33 
陀螺 力矩 阵 geric matrix 68, 166 
陀螺 罗 经 gyro-compass 133 

陀 蛙 球 gyro-sphere 151 

陀螺 特性 ”gyro’s characters 34 
陀螺 体 gyrostat 283 

陀螺 仪 gyroscope 17 

陀螺 直接 稳定 器 ”gyro-stabilizer 168 

w 


外 环 outer ring 19 

外 环 组 合体 ”combination of outer ring 56 
万 向 接头 universal joint 189 

万 向 支架 ”Cardan's gimbals 17 
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万 向 支架 误差 ”error of Cardan’s gimbals 一 次 近似 系统 first approximation system 
17 378 
未 扰 运动 unperturbed motion 374 一 次 近似 稳定 性 first approximation 
纬度 误差 latitude error 145 stability 378 
稳定 stable 374 永久 转动 permanent rotation 38 
MAZZ steady motion 57, 374 ME yo-yo despin 305 
涡 量 vorticity 252, 264 有 限 转动 ”finite rotation 5 
无 限 小 转动 ”infinitesimal rotation 10 有 限 转动 四 元 数 quaternion of finite 
无 限 小 转动 矢量 vector of infinitesimal rotation 14 
rotation 11 有 限 转动 张 量 tensor of finite rotation 6 
无 旋 流 体 irrotational fluid 254 有 旋 流 动 rotational flow 253 

x z 


相 点 phase point 80,376 载体 vehicle 20 

相 轨 迹 phase trajectory 80,376 章 动 nutation 42, 158 

相 空间 phase space 347 章 动 角 nutation angle 7 

相 平面 “phase plane 80,376 章 动 理论 nutation theory 158 
相对 动能 “relative kinetic energy 69,293 。 章 动 漂移 nutation drift 158 
相对 势能 relative potential energy 69,293 ” 章 动 频率 nutation frequency 42 


相位 差 phase difference 82 章 动 阻尼 nutational damping 232 
消 旋 despin 304 振荡 陀螺 ”oscillogyro 192 

谐振 resonance 83 正定 positive definite 376 

修正 力矩 correction torque 51 正 交 摆 性 orthogonal pendulum 204 
旋 度 rotation 253 正 进 动 direct precession 41 
循环 积分 cyclic integral 44, 68 正则 变量 canonical variables 70 
循环 速度 cyclic velocity 68 正则 方程 canonical equations 70 
MIRER cyclic coordinates 68 支点 center of suspension 17 


重 刚体 beavy rigid body 43 


Y q 

中 心 center 80,376 
雅 可 比 积分 “Jacobi's integral 69, 293 中 心 惯性 主轴 central principal axis of 
扬 摆 误差 rolling error 143 inertia 29 
液 浮 陀螺 floated gyroscope 95 中 心 主 惯 性 矩 ”central principal moment of 
液体 摆 liquid pendulum 88 inertia 29 
液体 摆 式 罗 经 gyro-compass with liquid- MEE principal moment of inertia 29 
pendulum 134 主轴 坐标 系 。 principal coordinates frame 


液体 转子 陀螺 liquid-rotor gyroscope 275 29 
一 次 近似 方程 ”first approximation equation ”转子 陀螺 ”free-rotor gyroscope 217 
378 转子 振动 陀螺 rotor-vibrogyro 191 
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状态 变量 state variables 227, 230, 374 HEMER quasi-coordinates 12 
状态 变量 方程 组 equations system of state ”自然 坐标 系 natural coordinates frame 62 


variables 230 自 旋 卫星 spin satellite 280 
状态 变量 摄 动 方程 ”perturbation equations ”自由 规则 进 动 free regular precession 41 
of state variables 231 自由 陀螺 free gyroscope 58 
状态 空间 state space 347 自治 系统 autonomous system 376, 381 
准 刚体 quasi-rigid body 281 自转 角 spin angle 7 
准 均匀 涡 旋 运动 quasi-homogeneous vortex ”阻尼 系数 damping coefficient 81 
motion 264 阻尼 矩阵 damping matrix 166 


准 球形 转子 quasi-spherical rotor 218 
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